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TIIE SECONDARYINTERACTIONS OF SURFACE WAVES  

TOKUICHI HAMADA 

Port and Harbour Technical   

ResearchInstitute  

AbstTaCtS：The secondaryinteractions of surface waves are tTeatedintworough1y  

divided cases．1nPartI，the caseinwhichthefirstorderwavehasdiscretecomponents  

is discussed，andinPartⅡthcaseinwhichitmakesthe continuousspectrumiscom－  

puted．   

In PartI，the maincharacteristics ofthe secondaryinteractionare treatedinthe  

one－dimensionalproblem．Theyincludethe caseinwhichtheeachcomponentsofwave  

have the same direction of progress and the caseinwhichtheir directionsareopposite  

each other．Intlle two－dinensionalproblem，the generalexpression of the secondary  

interactionis obtained，and as an example，the clapotiscausedbytheobliqueincidence  

of progressive wave ontherigid wal1is discussed．   

Asecondarylong－CreSted wavewhich progressesalongtherigidwallisobtainedand  

discussed．   

h partⅡ，We treatthe wavewhichdoesnotcontainthereverseprogTeSSivecomp－  

onents．At first，the case of the one－dimensionalwaveinthe finite depthis treated．  

Numericalresultsof the secondordernonlinearity obtainedbythismethodareingood  

agreementwiththe experimentalnonlinear effect．Secondly the problem ofthe two－  

dimensionalprogressive waveinthe finite depthiscomputed．Aresult of the simple  

applicationofthiscomputationshowsthat，ifthe firstorder spectrum of wave profile  

hasthesufficientangularspreading，thesecondordernonlinearcomponentsoffrequency  

spectrumwillbenotably different from thosewithout angularspreading．  

PartI．The case of discrete components  

Ⅰ－1．b8Si（：equ8tions  

Theproblemisinviscidandirrotational，andthemotionisofatypeof畠tokes．L．J．  

Tick（1959，1963）andM．S．LongueトHiggins＆R．W．Stewart（1962）have alreadyshown  

many aspectsof the problem of secondaryinteraction．In Partl，theJauthor pursues  

the dynamicalbehavioroftheinteractioncomponentsande坪1ainsthephysicalmeaning  

ofthem・Stillm？rethePrOblemofclapoticwaveistreat占dwithsomeinterestingresults・   

Abrief explanation ofbasic equationsis asfollows．We use cartesianco－Ordinate，  
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（Ⅰ一9－3）  十Pl誹厄十PlyP2y十Pl才P2グ＋p88＝0  

1）  

FTOm（Ⅰ一4）   

（1も＝紺1（0）   

（2毛＋鋸1（0）；1メ＋〃1（0）（1y＝紺2（0）＋紺1∬（0）（1   

（8‘＋〟2（0）（1方＋祝1f（0）㍑1ガ＋鋸1（0）（2五＋〃2（0）（1y＋〃1才（0）㍑1y  

at 2＝0（Ⅰ一10－1）  

at 2＝0（Ⅰ－10－2）  

＋  
at 2＝0（Ⅰ－10－3）  ＋〃1（0）（2y＝抑a（0）＋恥（0）こ2＋紺2雷（0）（1  

FTOm（Ⅰ－－5）  

g（1＋plt（0）＝0  at z＝0（Ⅰ－11－1）  

g（汗÷頼0）＋÷〃≡（0）＋÷蛸0）■紬（0）＋触（0）（1＝O  

at z＝0（Ⅰ－11－2）  

g（8＋zJl（0）〟2（0）＋捉1（0）〟1才（0）（1＋γ1（0）〃2（0）＋γ1（0）〃1才（0）（1  

＋紺1（0）紺2（0）＋紺1（0）棚1Z（0）（1＋p88（0）＋pl正方（0）（2＋？2k（0）（1   

＋÷仙名㌍O  

FTOm（Ⅰ－6）  

Plそ＝0，P2∠＝0，甲3Z＝O  

From 

Pl比（0）＋gpIZ（0）＝0  

at z＝0（Ⅰ－11－3）  

at z＝－ゐ（Ⅰ一12－1，2，3）  

at z＝0（Ⅰ一13－1）  

（祝箸（0）＋〃雪（0）＋紺雪（0））‘－Pl富川（0）；1－Pl；t（0）（1‘  P2山（0）＋gpが（0）＝－  

＋g鋸1（p）こ1。＋g即1（0）（1γ－gPI名君（01（1  at Z＝＝0（Ⅰ－13－2）  

甲3“（0）＋g甲8g（0）＝g祝2（0）（1五＋卯1g（0）㍑1r＋g〟1（0）（2‡＋g即2（0）（1y   

＋動（0）㍑1リ＋動（0）∈2y－gPlgZ（0）∈2一群沙石（0）∈1－g÷甲1Z才Z（0）∈≡  

－〝1【（0）zJ2（0）－鋸1（0）〟2J（0）－鋸1t（0）鋸1g（0）【1一視1（0）〟12ム（0）（1一鋸1（0）鋸1才（0）（1石  

－〃1£（0）〃2（0）－〃1（0）〃2‘（0）－－む1ム（0）〃1才（0）〔1－〃1（0）〃1g8（0）こ1－〃1（0）〃1g（0）（1t  

－紺1も（0）棚2（0）一紺1（0）彿如（0）－紺1占（0）紺1才（0）（1－紺1（0）紺1名石（0）（1一抑1（0）抑1z（0）（1ム   

ー抽（0）（2－PI才一（0）∈2t一触（0）∈1－P2z‘（0）（18－÷plゑ引＝（0）∈仁平1z－‘（0）㍑1‘  

at z＝0（Ⅰ－13－3）  

Equations（I－13－1，2，3）are used for tlle determination of pl，P2and p3，and  

equations（Ⅰ－11－1，2，3）are used to compute（1，（2and（3．Thenthe pressureis  

determined by（Ⅰ－9－1，2，3）．  

Tlle Simplest caseis of the one－dimensionalwaveindeep wateL Tlle tllree COm－  

POnent WaVein this caseis treated as follows．  

The first order waveis  

甲1＝勘Clg烏12siniゐ1（ズーClオ）＋el†＋卿2g烏2ヱsini々2（∬－C2と）＋∈2†  

＋α8C3〆3ヱsiniカ8（∬－C8オ）＋68†  

（1＝＝α1COSiゑ1（ズーClオ）＋61†＋α2COSi毎（∬－C2f）＋e2†  

＋α8COSiも（ズーC8オ）＋e3†  

＿■ つ ＿＿  

（Ⅰ－14）  

（Ⅰ－15）   
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【1＝α1COS鳥1（∬－Clチ）＋α2eOS烏2（∬－C2の  

∂1＝α1Cl，∂2＝α2C2  

C12＝tanh抽c22＝tanh観点1紛0  

九＝－βgZ  

（Ⅰ－20）  

COsh点1（ゐ＋z）   
九＝β∂1毎1   

ノ ＋β∂㌔2C2  

eosゑ1（∬－Clチ）   

わ  

sinh点1ゐ  

cosh烏2（ゐ＋  
（ト23）  

sinhゑ2ゐ  

The second orderwaveis computedas  

cosh2烏1（ゐ＋カ  cosh2点2（ゐ＋z）  
Sin2ゑ2（∬－C2f）  Sin2々1（∬－Clf）＋β22  P2＝月21   

Sinh2点1ゐ  5inh2ゑ2ゐ  

cosh（ゑ1＋ゑ2）（ゐ＋z）   
sinl（々1＋電圧－（cl々＋c2鳥∂f‡  ＋β28  

＋β餌   

h（Ⅰ一24），  

Sinh（烏1＋々2）ゐ  

CO5h（点1「毎（ゐ＋  担sinl（鳥1一点∂∬－（c．ゑ1－C㌔2）持＋const．t （ト24）  
sinh（点1一転沌  

－÷招1るcl（eoth2点1ぁー1）  
（Ⅰ－25－1）  

月21＝  
ー4ゐ12c12eoth2ゐ1ゐ＋2烏1g  

－刷c2（co鴫ぁー1）   
（Ⅰ－25－2）  

月22＝  
一助22c22coth2点2ゐ＋2点鱈  

緑あ柚1私＋庖あ）（1－eOtl止1ゐcot鴫ゐト÷刷α2C12（coth2帰一1）  
β28＝  

－（cl点1＋c㌔2）2co血（鳥1＋毎）ゐ＋倹1＋ゑJg  

ー÷勅1C22（co鴫ぁー1）  
（ト25＿3）  

抽抽（毎‰－Cl㍍1＋cotl止1ゐco鴫ゐ）－÷研β2C12（coth2点1ぁー1）  
／J、l－こ   

－（clゑ1－C㌔2）2coth（々1－‰沌＋（烏1一点2）g  

＋÷∂2姉1C22koth2ゑ2ゐ－1）  
（Ⅰ－25一句  

eonst・＝－÷招12（eo肋1か－1）一∂22賦eoth2々2ぁー1）   （ト25－5）  

Plltting∈2＝∈21＋（22ヰ（28＋（餌，  

∈21＝÷（2摘1COth2云1姑÷∂12ヤ12－÷ク12点12定0肋1ぁー1））eos2烏1（∬－Cl≠）  

（Ⅰ－2㌢1）  

∈22＝÷（2月2C2勘0血2瑚・÷蛾2－÷助2（eo蛾ぁー1））eos草々2（∬－C〆）  

（Ⅰ－26一の  

二一 5・一   
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智gグ石甲！S  Z   智lグ石甲甲  
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（－がず鶴均・叩g－ぎ）÷・智（攣一明10咽（石狩－一昨））子＝一石∋  
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cosh（烏1＋鳥2）（あキめ  cosh（烏1一点2）（ゐ＋z）＿＿1  
β（cl鳥1－C2烏2）β24   ーp∂1緑1烏2   ♪24＝  

sinh烏1ゐsinh鳥2ゐ  Sinh（烏1一点2）ゐ  

×cosi（烏1一点2）∬－（cl烏1－C㌔2）け   （Ⅰ－27－5）   

Bythiswaythe computationofthesecondaryinter年Ctionofwaveoftwocompo－  

nentsshowstha．t（i）elementary wave hasits ownSeCOnd ordercomponentasifthe  

single elementarywaveexists，and that（ii）stillmorein generalthe secondarywaves  

which havethe wave number equaltothesumandthedifferenceofthe originalwave  

numbers exist．  

These second order waves are allbound waves，＊andnot free waves．The bound  

wave has some different characters from usualfree waves．Forinstance，the wave  

celerity，the particle velocityand the relation between surface profile and pressure  

difference are countedupasthese differentpointswhich donotsatisfythe condition  

of free wave．  

Furtherit shouldbe added to remark that．whenthewavecomponents progTeSS tO  

＊In the caseof capillary－graVity waves，the secondorder wavesmaybe possible to contain   
induced free waves．（L F．Mc Goldrick（1965））  
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interaction．a28is positive，and hasthe value near a21＋a22．（Indeepwater，if al＝a召，  

q21＋a22＝a23isshownby（Ⅰ一18））・Thisboundwavebasthecelerity・鴛碧（Cl・C2＞0），  

whichistheintermediate value ofthecelerityoforiginaltwocomponentwave．lmthe  

expressionoffrequency spectrumthiscomponentsituatesinthe regionofhighfrequ－  

encyassame asa21and a22COmPOnentS．a23is・negative．The wavenumberislkl  

－k2（，andt）eCOmeSverySmal1whenkBaPprOaCheskl．In usualcasethe celeritybecomes  

near the group velocity of the first order wave（in thelimit of k2⊆kl，itbecomesthe  

groupvelocity）．Thiswave showslow frequency wave which hasits trouphinthe  

vicinity．of the mximumamplitude of the compoundwaveoffirstorder，anditsc陀St  

situates near theminimum amplitude of the compound wave．Inthis model，atthe  

case of a⊥＝a2＝1m，thissecondorderlongwave hasthe amplitudeof about4cmand  

itis not solarge．  

M．S．Longuet－Higgins＆R．W．Stewart（1962）pointed out thiswave asone of  

theinterpretation of surf beats．＊Asthis waveisaboundwave，itwilldisappearwhen  

aland a2Vanish．L．J．Tick（1963），inhis treatment of the second order frequency  

SpeCtrum，Showsthatthesecond ordercomponentratherconcentratesintheregionof  

＊ There rnay beanother surf beats caused byfreelong waves．  
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∈28＝÷招1（coth如＋tanhゐ1伽os2如  （Ⅰ－30－2）  

（24＝0  （Ⅰ－30－3）  

ね＝一曲1誓慧篭㌍  
（Ⅰ－31－1）  

ゐ   

謂2ゐ1∬  （Ⅰ－3ト31  

裁1＋♪22＝Pみ12ゐ12  
sinh2ゐ1   

1  

ね＝÷榊12    s 
sinh2 

榊12笥㌍）cos2緑ポ（Ⅰ一3瑚  九＝卜÷碑12（3＋coth2ゐ1机   

Here relations between bl，aland claregiven by（Ⅰ－21）．  

Ⅰ一3 tIle tWO－dimemsionalcase   

Thetwocomponentswaveinthecaseoffinitedepthistreatedtwo－dimensionally．  

The first order wave is 

coshゐ2（ゐ＋わ  
甲1＝∂1笥㌍sin（粗方ー㈹＋∂2   Sin（範．方「扉） （Ⅰ－32）  

sinb点2ゐ  

（1＝α1COS（草1．ズーげ1わ＋鞄COS（範．ズーげ2わ  

1・  い－√  

（Ⅰ－33）  

（Ⅰ－34）   

COS（範．ズー♂2≠）  

（Ⅰ－35）  

coshゐ2（ゐ＋わ   
2   

sinhゐ2ゐ  

COSh烏1（ゐ＋め  COS（旦．ズー♂1f）＋p毎   
九＝β∂1（71   

Sinhゐ1ゐ  

012＝gkltanhklh，OL22＝gk2tanhk2h   

れた1＝α1（71，み2ゐ2＝α2（72，♂1，♂2＞0  

1草1l＝ゐ1，l範＝ゐ2  

The second order wave is computed as 

（Ⅰ－36）  

COSh2ゐ1（ゐ＋z）  COSh2ゐ2（ゐ＋z）  
sin2（範．ズーα2≠）  甲2＝月21  Sin2（一打1．ズーα1≠）＋月22  

Sinh2ゐ1ゐ   sinh2ゐ2ゐ  

COSh】草1＋耳21（ゐ＋め   sin‡（旦＋耳2）．ズー（♂1＋♂2）f‡   

）  

＋月28   

＋月24  

sinhl旦＋∬21ゐ  

coshl草1－耳21（ゐ＋z  
sinhl旦一耳21ゐ  

（Ⅰ一37）   

（Ⅰ－38－1）   

（Ⅰ－38－2）  
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／J。・、‥  

2ゐ1g－4α12coth2ゐ1ゐ 2  

1  3  

2々2g－4（722coth2々2ゐ 2  
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L∂血（叫＋α∂‡抽  
耳1＋耳2lg－（α1＋α2）2cothl草1＋範lゐL2  

一札脆co恨1如h繍＋励痛（tanh々1ゐ－叫々1め  
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×l範・助os望1（妬か0助（ゐ＋z）＋紬sinh烏1（ゐ＋z）si血湖＋珂  

×CO5i孔一馬）．ズー（げ1－げ2）f‡  （ト40－5）  

A good example of two－dimensionaltwo components waveis a case of the two・  

dimensionalclapotit：WaVe Which has an obliqueincident angle to a reflective wall．  

Assuming thatthe verticalwal1situates at x＝0，We Can Put  

α1＝β2  

耳l．ズ＝烏1COS蝕＋烏．sin砂  

範．ズ＝一点1CO5伽＋ゐ15inβプ  

旦．範＝一点1℃os2β  

（孔＋範），ズ＝2点15血秒  

（範一馬）．ズ＝2ゐ1COS♂∬  

（Ⅰ－41）  

Fig－Ⅰ－1showstherelationofincidentandreflectivewaves．Using（Ⅰ－41），We have  

（Ⅰ－42）  

（Ⅰ－43）   

（Ⅰ－44）  

；1＝2（コ1CO5（点1CO5βめCOS（ゐ15in（秒－げ1f）  

A）＝‾膨  

COSh烏1（ゐ＋カ  
九＝2／）∂1（71   COS（烏1COS蝕）cos（烏1Sinl秒－げ1才）  

sinI通1ゐ   

×COS2（烏1Sin砂－げ1才）  

∈21＋∈22＝（÷娩coth8研一÷娩cothヰos（2毎0助）  

（Ⅰ－45－1）   

Fig ト1  
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（予一節－Ⅰ）（方♂SO〇lグZ）SO〇‡（Z＋冴）一視甲甲－（Z十智）l恥甲0〇βZSO〇‡  ー：－＝IEす  

石lダ岩l少 l‾  

（∈一帥一Ⅰ）  

（7－β一幅－す）ZSO〇〔‡（叶智）－岬叶  

（叶可）一触甲。。βZS。。‡聖照射÷＋  
（Ⅴβu‡S旬Z）甲甲  
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岩l航19  t ■（Z＋智）（♂u！StすのqSO〇   

（㌃サトⅠ）  （プl♪一旬U誓Tグ）zso〇×  

（卿TぞZ）so〇 
（÷一 品÷）  

可丁す乙qutS  
‾  

石一戦T9d  

材Tす石甲！S  
（T一帥－Ⅰ）  

（C一引卜Ⅰ）   

（Z－（押一Ⅰ）  

一戦T9d－＝0石す  
（Z＋智）T柑叩呼  

方（♂S叫）石SO〇（相叩＋柵叩ZSO〇‡T紳ナ＝一己う  

（プlβ一旬Ⅷ！Slす）zSO〇×  

〔 
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mble－3  

0壬pressure may be expressed by the water headin metre unit，When the correspond  

Valuesinthetablearedividedby9・8）・Wheneissmal】・thevaluesinTable－3a干e  

notso di壬壬erent fromthose o壬the normalclapotis．But，Whenebecomeslarge，many  

complicated characters are shown．Forinstance the signs of（24and ofpuCz＝0）are  

inverseeachotheratsomevalues o董e．These properties revealtheintricate characters  

ofthe second order bound waves，and theycannotbeexplained fromusualfirst order  

free waves．  

Partll．Tlle CaSe Of continllOllS SpeCtra  

ⅠⅠ－1．forwards  

Thecase of・COntinuousspectrumhad already been treated on色－dimensionally by  

－15 －   
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¢（1）＝J〆〔－∫g刷F（u）佃？d∈2  
（－）才αCOShダ（α）（z－d）  

（Ⅱ－5）  
sinhダ（α）d・ダ（α）  

ヮ（1）＝J∂〔－5g”（冊肌・瑚∈2（α）   （Ⅱ－6）  

¢（2）should、bedetermined；by  

毎（2）一座ど（2）＝¢ど‘（1岬）－2如叫毎（1〉一椚‘もル（¢－ど（1）毎（1）＋毎靭（1））  

at z主0  （Ⅱ－7）  

Using（Ⅱ－5），therighthandsideofthisperturbedequAtionis computed．We obtain  

〔¢∠ど（1）研〕g＝。＝JJ 〆 
d（2（即）d（2（即／）  〔－（脚（〟）lF（扉l巾g”（ひつIF（ひ′）けガ＋（ひ＋ひつf〕  

（－1）露地パ耳（α）coshダ（即）d・COShダ（即／）d  

sinhダ（即）d・Sinhダ（α／）d・ダ（α／）  

（－1）ね／即2ダ（α／）coshダ（α／）d・COShダ（α）d  
（Ⅱ－8）  

sinhダ（即′）d・Siilhダ（α）d・ダ（α）   

But this expressionis rather tedious，and so we use the expression  

〔¢∠湖（1）〕‘刊＝JJβ托－｛曙刷（仙云呵瑚■輌・刷d∈セ（α）d∈2（α′）  

（－1）ん他／2ダ（α）coshダ（α）d■COShダ（即′）d  
（Ⅱ－9）  ×   

sinhF（a））d・SinhF（al／）d・F（a＞l）・  

，and other termS are treatedin the・Same Way．We use tlie symmetricalfohn of the  

expression at the finalforIn．   

Computingtherighthandsideof（山一7），WeObtain   

（毎（2）－g薮（2））珂＝JJ古び即化d∈2（α）d∈2（α′）β江湖（冊（州抽・刷  

－ダ（α）cothダ（α）d・COthダ（即／）d  α（α／＋α）  
ー2cothダ（即）d・COthダ（即／）d＋1＋  ×   

ダ（α／）   α12  

（Ⅱ－10）  

Here sgn（a））lF（a））l＋sgn（a＞／）lF（a）／）l＝F（a＞）＋F（al／）  叩ノ十叩ノ   
いⅡ－11）  

ダ（α）lげ（即′）  
Sgn（α）sgn（即／）   

ダ（α）ダ（α／）  

are used underthe aTrangement Of thesamesign between F（a））and a＞．Using the  

bottom boundary conditibn，We put   

¢（2）＝仲冊（刷′洲∴っ鳩（α）舶′）勒即′）  

×cosh（ダ（α）＋ダ（α／））（z－の＋const．t  （Ⅱ－12）  

Inserting¢（2）into（Ⅱ一10），G（a），・a＞／）is detemined．From here we put F（a））＝k  

－17 －   
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andweintend to？heckthe、de．gTeeOfthi？influence・u車ngth早COmPutationofthis  
paTagTap土Ⅰ．   

As shownin Fig－Ⅱ－1we make the modelof E（1）（f）of thisspectrum excluding  

the partwhich appearstobethe nonlinear partcleaTly．Bythenumericalcomputation  

of（Ⅱ－18）and（Ⅱ一19），We find E（2）（jl）in thiscase．Theresultis showninFig－II－2．  

Thelowfrequencysecondorderpartwhichisnotfoundatthe analogue determination  

isclearlyrecognized．The othernonlinear partappearsattheabouttwofoldfrequency  

of the peak frequency，andisverysimilarto that obtainedbyanalogue analysis．1n  

some placesof thispart the intensity deteminedby analogue typeis gTeater，and  

some mechanicalinfluence may be ef王ective．Butits degTeeis notlarge．（The second  

order spectrum of windwavesin experimentalwaterwaymayincludethe effect of  

angular spreading of waves，andthis effectmaybeinfered1ater．）  

WhenFig一Ⅱ－2is compared withFig－4－1－2of L．）．Tick（1963），Our reSult may  

havesome di王王erentproperty fromthose obtained by Tick．   

1l－3 仙e畠peCtrum Of w8▼e pre畠Sure  

ThesecondaTyinteractioncomponentmaybe also foundin thespectrumOfthe  

PteSSurereCOrd of pressuretype wave heightmetre，anditisobviousthattherelation  

of the surface secondary component of wave profile spectrum with the second order 

component of the pressurespectruminwaterisnot samewiththesimpleformula（W．  

J．PiersonJr．（1954）of tムe first order coⅡ1POnent．The newrelatioTlforthesecond  

order componentis examined here．  

From the integration of dynamic equation 
／・二  

P  

＝gz  

＝－ 
¢8（1）  

ヂ＝一岬一触〉2一読1）2   

Fromtheserelations，thespectrum of9（2）isdetermined．Becauseweneglectconst．  

t of¢（2），the spectrum ofZ，（2）hasanuncertaintyatthecomponent of zero frequency．  

As theresult of computations，  

が1）＝一小机gn（刷袖山叫払（㊥）   

＝J〆トsgn（州仙〕孤（砂）  

gcosh点せ－の  
（Ⅱ－23）  cosh烏d  

（Ⅱ－24）   

が2）＝P〔JJ〆〔－｛s飢（州＋sgn（刷｝叶（叫刷d∈2（側）d∈2（似つ  

－ 21－  
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cosh2点d  5（1）（山）＿   

5タ（1）（山）co血2烏（z一の  

J・：、一ごご  

（Ⅱ－31）   

Combining（II－29）and（II－30），We CanObtain the secondorderrelationof con－  

versionbetweenwave profile andwave pressure as follows．  

cosh2点（ス一山）d  
Sp（1）（ひ）ゐ  

（ズー山）（z－の  

ト．：・  

5p（2）（ス）  

J蕗2‰（叫ス）5，（1）（スーム）5タ（1）（α）ゐ  
p攣2   

（Ⅱ－32）   

K（叫］），Kp（w，l）are already given by（Ⅱ－18）and（II－28）．（II－32）isavery  

comp］icatedrelationin comparison withthe first orderrelation（ⅡL31）．Thismaybe  

onereasbno壬the fact thatwe cannOt treatSuCCeSSfullythehighfrequencypartofthe  

YaVePrOfilespectrumobtainedinconversionfromthebottompressurespectrumbythe  

relation of（II－31）only．The existence of noiseinthepressurespectrummayaddthe  

difficulty to this problem．  

ⅠⅠ・4 two・dimemsional亡aSe  

The two－dimensionalcaseis treated as follows．   

〟＝甲∬，  〃＝勒，  抑＝桝   

毎（1）－g巌（1）＝O  at z＝0   

別（1）＝¢‘（1）  at z＝＝0  

毎（2）－g¢g（2執拗（1）一2毎叫毎く1）－2楢川（1）－¢珊ヱ（1）－÷（¢8瑚8（1）  

＋如才く1）¢乙（1）） atz＝0 （Ⅱ－36）  

y 
岬＝÷¢8く2）＋去仰才（1）＋去¢調エ（1〉＋去…（1）＋かg（1酔）  

at 2＝0・  （Ⅱ－37）   

み（1）＝0   

¢靂（2）＝O  

Using（Ⅱ－38），Weput  

¢（1）（ガ，ツ・ち≠）＝J〆（輌州）蠍α1，α2・β）coshr（2－d）  

at z＝d   ・（Ⅱ－38）  

at z＝♂  （Ⅱ－39）  

（Ⅱ－40）   

Bytherelation▽2≠（1）＝0，－α12－α22＋rB＝Oisintroduced，and，ifwe putr＞Oin  

thisrelation，IKr＝k，α1＝kco去α，α2＝k sinαandr＝karefomed．So（II－40）Ⅰ皿y  

be rewritten as  

≠（1）（ガ，ツ，子，f）＝J〆（㍍＋弼d∈（卵）cos岬I由一d）  
－ 23一  

（Ⅱ－41）   
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－Sgn（R・C）lβ＝KltanhlKldTSgn（K，C’）1椚1uLtanhLK／ld］（Ⅱ－50）  

Using¢（2）of（Ⅱ一49），WeObtain？（2）bytherelationoi（Ⅱ－37）．  

．
ト
∴
 
 

、
、
 
 

乃
′
 
 

（5gn（嵐C）■β■＋sgn（飢α掴l）G  

1jこ∬／sgn（瓦のLβlsgn（麒′．α）β′l  
一sgn（即）lβlsgnく飢C′）・lβ′l＋   

2g  l∬lljPl  

畑th一榊叫∬■d－÷l恥nbl叩－÷l町taふ岬l可  

×〆〔（∬＋∬′）・ズ‾（sgn（∬・C〉lβ什sgn（g′・C′）lβ′l用d〔1（耳）d∈1（g／）  
（Ⅱ－51）  

We can put t＝Oin L（Ⅱ－51），and consider thetwo－dimensionalrandom process  

concernedwithwave numberKand∬′．Using H（R，K）expressedlater，   

が2）＝」1J珊ざ）押＋拙句∈1（即d∈1（∬′）  （Ⅱ－52）  

（tl－53）iCOrreSPOnding to  We use．打＋麒′＝Q  

aJ＋w，＝スin one－dimensionalcase．  

が2）＝JJ叩，Q一輝0・鞄∈1（即d∈1（Q－∬）   （Ⅱ－54）   

Then the two－dimensionalwaveprofilespectrumofthesecondordermaybeshown  

もy   

脚（Q）＝J即，Q一旦川棚（研（1；（Q－∬）雄  （Ⅱ一55）   

In（Ⅱ－55）¢（1）（K）isthe wave profil占spectrumof thefirstorder，and satisfies  

the relation  

＜ワ（1）2＞＝J脚（草月∬  

Detailed expression of H（耳．Q－K）is  

（Ⅱ－56）  

（sgn（且C）lβl＋sgn（（Q－∬）．C／）lβ（Q一首）l）  
椚朋一郎＝  

（sgn（瓜C）lβl＋sgnし（Q一旦）．C′）lβ（Q一考）l）2＋glQいanbl師  

×〔lKIsgn（KC）lβlc9thlKld＋［Q－K［sgn《Q．K）．C′）β（Q，qK）pcothlQLKId  

sgn（且C）βlcoth∬ld⊥り－r′ハ＿r、Sgn（（Q－JP．C／） 2＆－  ＋2且（Q一句   （Q耳）  
∬l  lQ－．打  

×lβ（Q一点）lcotblQ－∬ld－2sgn（且C）lβllQ－∬ltanhlQ－∬ld  

－2sgn（（¢一点）．C′）lβ（Q一考）l∬ltanhl∬ld－Sgn（」軋C）」利l∬ltanhl∬！d  

－－5gn（（Q一∬）．C／）lβ（Q一考）llQ一∬ltanlllQ一∬lの  

一三二Sgn（凡C）lβlsgn（（Q一都．C′）lβ（Q一郎  

jこ（Q一考）sgn（＆C）lβlsgn（（Q一首）．C′）β（Q－∬）  lcotlll∬l虎othJQ－∬ld   

l∬llQ－∬  

－ 25一   



一9Z 一  

拍  一 石l＝徳一紬）（石）〟  （e9－Ⅱ） クⅠ椚u閏lす一  

糊10〇乙l∂申す一読）  

冨l∂l－㌔師  
（ガーわ‘ガ）石（石）ム仲＝（♂l∂l）（Z）¢  

汁ラ博lラg－  

（Z9一Ⅱ）  
∴J－l・  

（！！）  

・石l－  
zl智  

Pl粥ul∋11ダー  
（t9－Ⅱ）  

相10〇潮（乙lダー揚）  

P∂lqu甘1  ∂β＋乙l♂トー  
l釧＝（才一∂‘身）（l）」打  

p叫叫■釧9一細0（湖一石■釧Z）＋糾0〇冊Z  

lダ＝lガーわl＝lガl  

′  
】釧邑1旦1二旦三塑  

（09－Ⅱ）   

乙I村石y  

g－ラl射別（り  

頂g≡÷‘部＝gSO叩1岬paqlAquaA卵甲甲・g中Ⅶ瓜叩叩‥ql  
句P叫叩O aエロS叫岱∂ユdxa a叫11Ⅹau‘ざuO耶1ndⅦ0〇aⅦOSユ叫Ⅴ ●（♂‘lわけ＝∂句  

わ弱aユdxapu甘‘（わ）（8）¢Ⅶnエ1〇∂dsエaqⅦnuaA∇仏ユ∂PエO PuO〇aSaqltIaqlalndⅦ0〇a瓜  

∬Zl写Ⅴ＝  

刃一0  

ノ網戸ダ（－ダーlガl）叩qVJJ＝＜石（－）丘＞   

S！（ガ）（l）¢S叩01PaUユ∂〇UO〇＜乙（l）血＞   

（Iダー1∬l）〇叩q V＝（ガ）（l畑  

（6与－Ⅱ）  

（粥－Ⅱ）  

S！l叫↓ ●l∬l叫P聖‡0叩甲aql  

uo AltmOJ！un叩でa適S aA甘瓜ユ叩ユ01叩‡∂ql‡0ノ叫Su∂1u！Ⅶn旦〇∂由∂ql‘uo！SSaエdx∂∂d丘1  

S中l叩S－エ叩nOdaqlⅧⅠ●ヨu！P開通SユⅥn岩u甘aⅦ鋸1Ⅹau甘‡0∂S甘〇∂qlS叩つ叩u！l叩0ⅦS閂エ  

・1U∂00血0〇叩Sa血止asエ∂A∂ユ叩10uS甘ql叩ⅧがP叩AlOⅧS！旬S呵u！∂ql  

bl一Ⅶ0両！）さu甘・叩叩0〇S！l斉川）Ⅶ叩ads叩刃明叩叩≡s叩adoェd  
ヨu！瓜01lOトaqlS叩甲！q瓜∂A甘瓜JaPユ01Sエ！‡∂ql‡0∂S甘〇∂qlS†1uaⅦ叩㌫qlS堅aqエ  

■如！p開エdsエロIn岩uでaqlS∇q aA唱瓜ユ∂Pエ01S巧  

∂甲uaq瓜ユ∂PユO Ptエq〇∂S aqlOlp∂ユ∂‡aユS！∂〇uanlP！∂ql血OtIa叩Ⅶ！1S∂01uO！1閏ndⅦの  

tで〇！エ∂ⅦnⅧ∂ⅦOS∂司甘Ⅶ∂瓜‘ヤーⅡ‡01lnS∂エ∂ql‡0甜n凱堅甲m句‘q加虚セエ甘d s叩uI●ユ∂PlO  

puo〇∂S∂ql‡0Ⅶnエ1b∂ds叩‡0エd∂A∇仇l血0！SⅧ∂Ⅶ！P－0叫aW P∂u！閏qO∂瓜トⅡuI  

∂聞⊃1Ⅷ○！gⅦaⅦ！p・山叫JO嗣1dⅦゼⅩa 雪・Ⅱ  

拍一別甲間庚一針÷一戸l射叫∬l－   
（A与－Ⅱ）  



（iii）＋∂≦l列≦諌  

¢（2）（lQl，の＝4月■（1）2（草，Q－∬）  
A2烏12  

・（Ⅱ－64）  

H（1）isgiven by（Ⅱ－61）．  

From these expressions，We Obtain easily  
2鳥1  

＜が2）2＞＝J¢・（2）（Q）dQ＝8J  
O  

〔軌欄Q一都ト2c00－1豊）  

（Ⅱ－65）   

A2烏12dlQl  

2－1Ql2  

＋裾（＆Q－∬）2cos一塔〕  

The two－dimensionalwave numberspectrumLof the secod orderis expressed・by  

（ⅡL60），（II－62）and（II－64）in this case，andin the reference of（Ⅱ－51）we can see  

that thefirsttemof theright handsideintegralof（Ⅱ－65）justmeansthe powerof  

frequencyspectrumat the twofold frequency ofthe first order power，and that the  

second termjust appears at the zero frequency．   

Thesecond treatmentis the case when the power of the two－dimensionalwave  

number spectrum of the first order concentrates toa point．In Fourier－Stieltjes expre－  

5510n  

¢（1）（K）＝BDirac（lKI－kl）Dirac（e′）＋B Dirac（lKトk▲）Dirac（0′一花）  

（Ⅱ－66）  

，and＜ワ（1）2＞is   

＜ヮ（1）2＞＝2B烏1  

If this＜ヮ（t）2＞equals to＜ワ（1）乞＞of（Ⅱ－59），  

．1：／ご  
7こ  

（Ⅱ一67）  

（Ⅱ－68）  

¢（2）（Q）in this case can be obtained by the computation of H（K，Q－K）and by  

theintegration concernedinK．＜ワ（2）2＞is expressed by   

＜ヮ（2）2＞＝J抑（Q）dQ・   

The result of the computation is 

2  1  

d  i  
（Ⅱ－69）  ＜ヮ（2）2＞＝2ポA呵coth2好（1＋÷劫2＋  

5inh22烏1  

The first term of the right hand side of（Ⅱ－69）shows the power of frequency  

spectrum at the twofold frequency，and the second term means the poweratzerofre－  

quency．Thistermatzerofrequencyrelatestothedisregardof const．tof¢（2）in（Ⅱ－49）．  

We use here the numericalexample of Fig－II－1fortheestimationofthe distribu－  

tion of＜ヮ（2）ヨ＞in（Ⅱ－65）and（r［一69），and assume that the first order powerall  

COnCentTateS tO the peak of thespectruminthefrequencyspectrum．Sointhe present  

notationち  

一27一   
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