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2024/9/1 
中心極限定理 

野津 
 
1. はじめに 

独立同分布に従う𝑛𝑛個の確率変数の和は𝑛𝑛 → ∞のとき正規分布に従う．このことを中心極限定理という．中

心極限定理の証明は以下に述べるようにフーリエ変換の応用として最も興味深いものの一つである． 
 
2. 特性関数 

 一般に確率密度関数𝑝𝑝(𝑥𝑥)に従う確率変数𝑋𝑋に対し，𝑝𝑝(𝑥𝑥)を次式によりフーリエ変換することで得られる𝜆𝜆の
関数𝜙𝜙(𝜆𝜆)を特性関数と呼ぶ． 
 

𝜙𝜙(𝜆𝜆) = ∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥∞
−∞                                    (1) 

 
フーリエ変換には𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を用いる流儀と𝑒𝑒+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を用いる流儀があり，特性関数の定義には𝑒𝑒+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を用いる文献が多

いようであるが，ここでは地震工学の慣例に倣い𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を用いる．特性関数が与えられると，それをフーリエ

逆変換することで確率密度関数は一意に定まる． 
 
3. 互いに独立な確率変数の和の特性関数 

 確率密度関数𝑝𝑝1(𝑥𝑥)と𝑝𝑝2(𝑥𝑥)に従う互いに独立な確率変数𝑋𝑋1と𝑋𝑋2があるとき，𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2の確率密度関数を𝑝𝑝3(𝑥𝑥)
とすれば 
 

𝑝𝑝3(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝1(𝑥𝑥) ∗ 𝑝𝑝2(𝑥𝑥)                                    (2) 
 
である．ここに∗は合積を表す．これは次のように示すことができる．𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2が𝑥𝑥周辺の幅Δ𝑥𝑥の区間に入る確

率（確率密度関数の定義により𝑝𝑝3(𝑥𝑥)Δ𝑥𝑥）は，「𝑋𝑋1が𝜉𝜉周辺の幅Δ𝜉𝜉の区間に入り，かつ，𝑋𝑋2が𝑥𝑥 − 𝜉𝜉周辺の幅Δ𝑥𝑥の
区間に入る」確率をすべてのΔ𝜉𝜉について加算した値となることから， 
 

𝑝𝑝3(𝑥𝑥)Δ𝑥𝑥 = ∫ 𝑝𝑝1(𝜉𝜉)𝑝𝑝2(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉)Δ𝑥𝑥d𝜉𝜉∞
−∞                               (3) 

 
である．よって 
 

𝑝𝑝3(𝑥𝑥) = ∫ 𝑝𝑝1(𝜉𝜉)𝑝𝑝2(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉)d𝜉𝜉∞
−∞ = 𝑝𝑝1(𝑥𝑥) ∗ 𝑝𝑝2(𝑥𝑥)                         (4) 

 
である．さて，フーリエ変換の性質により，合積のフーリエ変換はもとの関数のフーリエ変換の積であるか

ら，𝑋𝑋1と𝑋𝑋2の特性関数を𝜙𝜙1(𝜆𝜆)と𝜙𝜙2(𝜆𝜆)，𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2の特性関数を𝜙𝜙3(𝜆𝜆)とすれば 
 

𝜙𝜙3(𝜆𝜆) = 𝜙𝜙1(𝜆𝜆)𝜙𝜙2(𝜆𝜆)                                    (5) 
 
である． 
 
4. 中心極限定理の証明 

 {𝑋𝑋1, … . ,𝑋𝑋𝑛𝑛}を平均𝜇𝜇，分散𝜎𝜎2の独立同分布に従う確率変数とする．このとき 
 

𝑌𝑌𝑖𝑖 = (𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝜇𝜇) 𝜎𝜎⁄                                      (6) 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_004.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_010.pdf
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により平均 0，分散 1 の新しい確率変数𝑌𝑌𝑖𝑖を定義し，𝑌𝑌𝑖𝑖の和を𝑆𝑆𝑛𝑛，それを√𝑛𝑛で除したものを𝑍𝑍𝑛𝑛とする． 
 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑌𝑌𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1                                        (7) 

𝑍𝑍𝑛𝑛 = 1
√𝑛𝑛
∑ 𝑌𝑌𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1                                       (8) 

 
𝑆𝑆𝑛𝑛の確率密度関数を𝑝𝑝𝑆𝑆(𝑠𝑠)，特性関数を𝜙𝜙𝑆𝑆(𝜆𝜆)，𝑍𝑍𝑛𝑛の確率密度関数を𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧)，特性関数を𝜙𝜙𝑍𝑍(𝜆𝜆)とし，𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧 =
𝑝𝑝𝑆𝑆(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠であることを利用すると 
 

𝜙𝜙𝑍𝑍(𝜆𝜆) = ∫ 𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧∞
−∞ = ∫ 𝑝𝑝𝑆𝑆(𝑠𝑠)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑠𝑠∞

−∞ = ∫ 𝑝𝑝𝑆𝑆(𝑠𝑠)𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑖𝑖 √𝑛𝑛⁄ �𝑠𝑠𝑑𝑑𝑠𝑠∞
−∞ = 𝜙𝜙𝑆𝑆�𝜆𝜆 √𝑛𝑛⁄ �     (9) 

 
であり，さらに式(4)より 
 

𝜙𝜙𝑍𝑍(𝜆𝜆) = �𝜙𝜙𝑌𝑌�𝜆𝜆 √𝑛𝑛⁄ ��
𝑛𝑛

                                  (10) 

 
である．ここに𝜙𝜙𝑌𝑌(𝜆𝜆)は𝑌𝑌𝑖𝑖の特性関数である．以下，𝑌𝑌𝑖𝑖の確率密度関数を𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)とし，𝜙𝜙𝑌𝑌(𝜆𝜆)を𝜆𝜆 = 0の周りでテ

イラー展開する．𝑌𝑌𝑖𝑖の平均が 0 であること，分散が 1 であることを考慮すると 
 

𝜙𝜙𝑌𝑌(0) = ∫ 𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞
−∞ = 1                                   (11) 

𝜙𝜙′𝑌𝑌(0) = −𝑖𝑖 ∫ 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑦𝑦∞
−∞ �

𝑖𝑖=0
= −𝑖𝑖 ∫ 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ = 0                  (12) 

𝜙𝜙′′𝑌𝑌(0) = −∫ 𝑦𝑦2𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑦𝑦∞
−∞ �

𝑖𝑖=0
= −∫ 𝑦𝑦2𝑝𝑝𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦∞

−∞ = −1                 (13) 

 
であるから 
 

𝜙𝜙𝑌𝑌(𝜆𝜆) = 1 − 𝑖𝑖2

2
+ ⋯                                     (14) 

 
すなわち 
 

𝜙𝜙𝑌𝑌 �
𝑖𝑖
√𝑛𝑛
� = 1 − 𝑖𝑖2

2𝑛𝑛
+ 𝑂𝑂�𝑛𝑛−3 2⁄ �                                 (15) 

 
である．これと 
 

𝑒𝑒𝑖𝑖 = lim
𝑛𝑛→∞

�1 + 𝑖𝑖
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛

                                   (16) 

 
を用いると，𝑛𝑛 → ∞のとき 
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𝜙𝜙𝑍𝑍(𝜆𝜆) = �𝜙𝜙𝑌𝑌�𝜆𝜆 √𝑛𝑛⁄ ��
𝑛𝑛

= �1 − 𝑖𝑖2

2𝑛𝑛
+ 𝑂𝑂�𝑛𝑛−3 2⁄ ��

𝑛𝑛

= �1 + −𝑖𝑖2 2⁄ +𝑂𝑂�𝑛𝑛−1 2⁄ �
𝑛𝑛

�
𝑛𝑛
→ 𝑒𝑒−𝑖𝑖2 2⁄      (17) 

 
である．式(17)の右辺は平均 0，分散 1 である正規分布の確率密度関数のフーリエ変換である（フーリエ変換

はなぜ元に戻るのか？の式(4)参照）．したがって，𝑛𝑛が十分に大きいとき，𝑍𝑍𝑛𝑛は𝑁𝑁(0,1)に従い，𝑌𝑌𝑖𝑖の和は𝑁𝑁(0,𝑛𝑛)
に従い，𝑋𝑋𝑖𝑖の和は𝑁𝑁(𝑛𝑛𝜇𝜇,𝑛𝑛𝜎𝜎2)に従う．∎ 
 
 
 
 
 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_004.pdf
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