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2021/10/17 
Equipartition について 

野津 
 
 Wapenaar 他 1)2)による地震波干渉法の定式化の前提条件は次の通りであった． 
（1）弾性体中の 2 点𝒙𝒙𝑨𝑨，𝒙𝒙𝑩𝑩から十分に離れた領域では媒質は一様であること．この仮定の下で，𝜕𝜕𝜕𝜕を十分

に大きな球面として設定する． 
（2） 𝜕𝜕𝜕𝜕の内部には震源がないこと． 
（3）𝜕𝜕𝜕𝜕の外部からノイズ波が等方的に入射していること，異なる方位からのノイズ波は互いに無相関であ

ること． 
（4）𝜕𝜕𝜕𝜕の外部から入射するノイズ波のうち，P 波と S 波は互いに無相関であること，また，S 波は P 波に

対して√2(𝛼𝛼 𝛽𝛽⁄ )1.5倍の振幅を有していること．ここに𝛼𝛼と𝛽𝛽は𝜕𝜕𝜕𝜕上の P 波速度と S 波速度である． 
（5）媒質が非減衰であること． 
これらのうち 4 番目の条件は，外部から入射するノイズ波において，単位体積あたりの S 波のエネルギー（互

いに直交する 2 成分の合計）は P 波のエネルギーに対して2(𝛼𝛼 𝛽𝛽⁄ )3倍であると言い換えることもできる．こ

の条件は，地震波干渉法関連の論文において equipartition と呼ばれることが多い例えば 3)． 
 Equipartition が成立するか否かについては，これまで理論・観測の両面から検討がなされてきているが，

その中でも特にわかりやすいのは，グリーン関数の相反性を用いた Aki4)による研究である．Aki4)は等質等方

な全無限弾性体中に局在する任意形状の散乱体を考え，この散乱体による P 波から S 波への変換率と S 波か

ら P 波への変換率の比が，P 波速度と S 波速度の比によって簡単に表されることを示した．このことから，

このような散乱体によって弾性波が繰り返し散乱されるうちに，S 波と P 波のエネルギー比は一定の割合に

収束していくものと推察される．ただし，Aki の研究 4)では入射波と散乱波のなす角度が 90 度の場合を対象

としており，その他の場合にも容易に拡張できるとしているが，具体的な拡張方法は述べられていない．ま

た，入射波と散乱波の振幅の比，もしくは振幅の自乗の比が示されているが，エネルギーの変換率には言及

されていない．そのため，この成果が equipartition とどのように結びつくのかわかりにくい面もある．そこ

で，以下においては，これらの点について多少の補足を行うことを試みる． 
  

 
図-1 全無限弾性体中に局在する任意形状の散乱体による散乱 
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 Aki4)と同様，等質等方な全無限弾性体中に局在する任意形状の散乱体による散乱を考える（図-1）．ただし，

入射波と散乱波のなす角度が 90 度以外の場合も考える．散乱体を中心とする半径𝑟𝑟の十分大きな球面を考え

る．また，散乱体を中心とする球座標系を考え，球面上の任意の点の座標を(𝜃𝜃,𝜑𝜑)で表す．また S 波のうち𝜃𝜃方
向成分を SV 波，𝜑𝜑方向成分を SH 波と称する．(𝜃𝜃,𝜑𝜑)方向から P 波が入射した場合の(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)方向の SV 波へ

の変換率（振幅比）を𝛾𝛾𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)，(𝜃𝜃,𝜑𝜑)方向から SV 波が入射した場合の(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)方向の P 波への変換率

（振幅比）を𝛾𝛾𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)とする．SH 波についても同様に定義する． 
 いま，図-1 左のように(𝜃𝜃,𝜑𝜑)の位置に動径方向に単位インパルス力を作用させた場合には，散乱体には P
波のみが入射し，その振幅は𝜌𝜌𝛼𝛼2𝑟𝑟に反比例する（全無限弾性体のグリーン関数の式(5)参照）．したがって

(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)の位置において観測される散乱 SV 波の振幅𝑢𝑢𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)は 
 

𝑢𝑢𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) ∝ 1
𝜌𝜌𝛼𝛼2𝑟𝑟

𝛾𝛾𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)                            (1) 

 
となる．一方，図-1右のように(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)の位置に𝜃𝜃方向に単位インパルス力を作用させた場合には，散乱体には

SV 波のみが入射し，その振幅は𝜌𝜌𝛽𝛽2𝑟𝑟に反比例する（全無限弾性体のグリーン関数の式(5)参照）．したがって

(𝜃𝜃,𝜑𝜑)の位置において観測される散乱 P 波の振幅𝑢𝑢𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑)は 
 

𝑢𝑢𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) ∝ 1
𝜌𝜌𝛽𝛽2𝑟𝑟

𝛾𝛾𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑)                            (2) 

 
となる．ここでグリーン関数の相反性により式(1)と式(2)の左辺は等しいから 
 

𝛾𝛾𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) = 𝛾𝛾𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) �𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                            (3) 

 
となる．SH 波についても同様に次式が得られる． 
 

𝛾𝛾𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) = 𝛾𝛾𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) �𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                            (4) 

 
 以上は散乱前後の振幅比の関係であるが，次にエネルギーの変換率の関係を導く．(𝜃𝜃,𝜑𝜑)方向から P 波が入

射した場合の(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)方向の SV 波へのエネルギーの変換率を𝛤𝛤𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)，(𝜃𝜃,𝜑𝜑)方向から SV 波が入射し

た場合の(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)方向の P 波へのエネルギーの変換率を𝛤𝛤𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)とする．SH 波についても同様に定義

する．例えば P 波が SV 波に変わる場合を考えてみると，図-2 に示すように，微小時間𝛥𝛥𝛥𝛥の間には，幅𝛼𝛼𝛥𝛥𝛥𝛥の
範囲に入る P 波のエネルギーが失われ，幅𝛽𝛽𝛥𝛥𝛥𝛥の範囲に入る SV 波のエネルギーが新たに生じることになるか

ら，エネルギーの変換率は単純に振幅の自乗の比とはならず 
 

𝛤𝛤𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) = �𝛾𝛾𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)�
2 𝛽𝛽
𝛼𝛼
                            (5) 

 
となる．同様に SV 波が P 波に変わる場合のエネルギーの変換率は 
 

𝛤𝛤𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) = �𝛾𝛾𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑)�
2 𝛼𝛼
𝛽𝛽
                            (6) 

 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_037.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_009.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_009.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_005.pdf
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図-2 P 波が SV 波に変わる場合のエネルギーの変換率の考え方 

 
となる．式(3)(5)(6)より 
 

𝛤𝛤𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) = 𝛤𝛤𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) �𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                            (7) 

 
となる．SH 波についても同様に次式が得られる． 
 

𝛤𝛤𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′) = 𝛤𝛤𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′,𝜃𝜃,𝜑𝜑) �𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                            (8) 

 
最後に式(7)(8)において散乱方向に関する総和をとり入射方向に関する平均を計算すると， 
 

𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃 �
𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                                      (9) 

𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃 �
𝛼𝛼
𝛽𝛽
�
2
                                     (10) 

 
が得られる．ここで，散乱方向に関する総和をとる操作と入射方向に関する平均をとる操作の両方を行うこ

とが一つのポイントである．前者は式(7)(8)左辺では(𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)に関する積分，式(7)(8)右辺では(𝜃𝜃,𝜑𝜑)に関する積

分，後者はその逆であるが，前者の操作と後者の操作を併せて行うことで(𝜃𝜃,𝜑𝜑,𝜃𝜃′,𝜑𝜑′)に関する積分が行われ

ることになり，式(9)(10)が得られる．すなわち，散乱体に対して等方的に弾性波が入射する限り，SV 波また

は SH 波から P 波へのエネルギーの変換よりも P 波から SV 波または SH 波へのエネルギーの変換の方が

(𝛼𝛼 𝛽𝛽⁄ )2倍だけ効率よく生じる． 
 以上のことから，弾性体中に局在する散乱体によって弾性波が繰り返し散乱される場合，S 波と P 波のエ

ネルギー比は一定の割合に収束していくものと推察される．図-3に示すように，単位体積あたりの P 波のエ

ネルギーを𝐸𝐸𝑃𝑃，単位体積あたりの S 波のエネルギーを𝐸𝐸𝑆𝑆（うち SV 波が(1 2⁄ )𝐸𝐸𝑆𝑆，SH 波が(1 2⁄ )𝐸𝐸𝑆𝑆）とすると，

散乱によって P 波から S 波に変換されるエネルギーは𝐸𝐸𝑃𝑃𝛼𝛼�𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆�に比例し，散乱によって S 波から P
波に変換されるエネルギーは(1 2⁄ )𝐸𝐸𝑆𝑆𝛽𝛽�𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃 + 𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃�に比例する．ここで式中の𝛼𝛼と𝛽𝛽は，S波よりP波の方が，

仮に単位体積あたりのエネルギーが同じであっても速度が大きい分だけ散乱体に当たりやすいことを考慮す

るために必要となる．平衡状態では P 波から S 波に変換されるエネルギーと S 波から P 波に変換されるエネ

ルギーは等しいはずであるから 
 

(1 2⁄ )𝐸𝐸𝑆𝑆𝛽𝛽�𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃 + 𝛤𝛤�𝑆𝑆𝑆𝑆_𝑃𝑃� = 𝐸𝐸𝑃𝑃𝛼𝛼�𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝛤𝛤�𝑃𝑃_𝑆𝑆𝑆𝑆�                            (11) 
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であり，これと式(9)(10)より 
 

 
図-3 散乱によって変換されるエネルギー 

 
𝐸𝐸𝑆𝑆 𝐸𝐸𝑃𝑃⁄ = 2(𝛼𝛼 𝛽𝛽⁄ )3                                       (12) 

 
が得られる．すなわち平衡状態では S 波と P 波のエネルギー比は2(𝛼𝛼 𝛽𝛽⁄ )3である．以上により Aki の研究 4)

と equipartition との関係が明確になったと考えられる． 
 Aki の研究 4)は，弾性体中に局在する散乱体を仮定しており，これだけですべてを説明しきったことにはな

らないが，equipartition が成立することの説明として説得力のあるものの一つである． 
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