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THE PROBLEMS OF DENSITY CURRENT  

PART，Ⅰ  

7bゐ祝わゐfガム，乃αゐ  

Synopsis：   

In this paper three problems ofinterfacialwaves at the boundary of two  
hornogeneousliquidsarediscussed．Astheaimofthispaper concentrates mainly  
toclarifythe dynamicalcharacteristicsofinterfacialproblemsofsalt andfresh  
Water，the propertiesoftwoliquids are confined to thesein some■CaSeSOftreat－  
ment．   

In chapterltheviscous boundarylayer oftheinterfacialwavebetweensalt  
and fresh wateris discussed．A very simple expression of the coefRcient of  
Viscous attenuation of wavesis obtained，and the characteristics ofthestructure  
Ofinterfacialboundarylayeris discussed．The result shows the possibilityof  
the breakdown of thelaminarlayer caused by the viscousinstability．   

In chapter2thepropertiesofinterfacialwavesoffiniteamplitudeisexamined．  
Theperturbation method bytheslopeofwave profi1eisused，and an ambiguity  
in the approximation ofthe third orderis pointed out．Thenthe possibilityof  
theinviscid breakingof theinterfacialwaveof the permanent typeisdiscussed．  
The resultshowstheimpossibility of breaking，When the density of upper and  
lowerlayersis comparable．   

In chapter 3the detailed discussion of the Kelvin－Helmholtzinstabilityis  
expressed．Atthefirst order approximation the dynamics of energy transfer  
betweentheno－perturbed且owandtheperturbedwaveisexamined．Itisdifferent  
from that used byJ，W．Miles（1959）in general．At the second order approxi－  
mation the properties of wave profi1e are discussed．The characteristics of the  
instabilityis obtained at thelimit when the density of bothlayers approaches  
each other boundlessly．  

（頂  

■  
1．Vi昌COl旭dis昌ip8tion ofimterfacialwa▼eS   

l．1Cllar8Cbfi畠tic equatiom  

In this chapter we pursue some dynamicalpropertiesofviscous dissipation  
Ofinterfacialwaves observed atthe horizontalboundary ofsaltandfreshwater  
in stationary state．The main conceptofthisanalysIS may be extended to the  
instability problemsofinterfacialboundaryofusualestuaries．Somecomputation  
（G．H，Keulegan，1949）was already given for this problem，but the treatment  
WaS an aPplication ofsimpler problem ofsurface waves and was not conclusive．  
The present computationis a treatment approximated pertinently，in whichimT  
portantfactorsfor this boundarylayer problem are carefullytakenintoaccount．  

＊ Chief，Hydraulics Laboratory，Hydraulics Division．  
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－♪（9）＋み㌦）＝r－♪（1）欄（1）  at y＝0  （1－3）  

（T叩）く1）＝（T叩）（3）   

〆1） 

（笠＋笠）＝〆”（笠・晋） 
at y＝O  

Two kinematic condit：ions at theinterface are   

ぴ（ユ）＝ぴ（〇〉＝  at γ＝0  

〟（1）＝〟（9）  at y＝0  

（1－4）   

In theseequations甲（電）and4・（豆）（i＝1，2）indicate theinviscid（slowly varying）  
SOlutions and viscid（rapidly varying）solutions respectively，and they can be  
cornbinatedlinearlyin the present approximation of thefirst order．  

We■assume asinusoidalprogressive oscillation．  

甲（1）＝A（1）β柵十叫 ¢（1）＝β（1）β1（ね十押♭）  

and so h＞0，R（n）＜Ois clear．  
Using m（1），Which has thepositive realpartand satisfies the next relation，  

（粉  

グが1）2＝糾  

（1－1－6）may be satis丘ed by  

甲（1）＝A且（1）β‾坤・〆（ね十叫  

¢（1）＝β】（1）√mく1）〟・β冊＋叫  

（1－6）  

（1－7）  

Similarly using m（B），Which has the same property with m（1），   

∽（2）9＝糾  
（ト8）  

甲（ヨ）＝Alく3）♂〟β代b十叫  

¢（℡）＝風（2〕♂（2）〟β“糾明  
（1－9）  

We assume theverticaldisplacement of theinterface as  

ヮ＝かβHb＋叫  
（1－10）   

（hareDis takenas realand positive）   
Expressionsofp（1）andp（ヨ）of（1－3）arefoundin（1－1－5）and（1－2－5），and，by  

making useofexpressionsgiven by（1r7），（1－9）and（1－10），from（1－3）；  

p（9）甘か－P（2）玩Al（2〉－2′‘（9）がAl（B）＋2〃（宜〉技研（】）風く2）  

＝－がm＋〆1）甘か－P（1）わzA丑（1）－2′‘（1）がA旦（1〉－2〃（1〉よ肌（1）ゐβ包〈1）   （1－11）  

from（1－4），  
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血（虫）ダ＋が丁一冊  が（p（1）一P（望））3  

＝0  （1－16）   
p（ユ）桝（2）＋〆3）桝（1）  〆1）桝（3）＋p（E）桝（1）  

By theuse ofapproximation of p（1）＝FL（9），the third，fourth，五fth and sixth  
terms of（1－16）are disappeared．Theprimarysolution of（1－16）is obtained by  
the丘rstand the second term of（1－16）．  

虎（p（虚）♂＋点包丁一〆1）伊）  

JJo＝土   〆2）＋p（1）  

As the motionislimited to progressive wave，  

＋がT－P（1〉ダ）  
（1－17）  ナZ8＝－   

〆且〉＋〆1〉  

Bymakinguseof（1L17），（1－16）can beapproximated to   

（〆3）叶がr一〆堀⊥（p（3）巾（1）ト  

The solution of（1，18）is  

乃094／）（1〉〆8）  

＝0  （1－18）  
〆1）桝（9）＋〆】）∽（1）  

2p（1）p（2）彪  

（1－19）  
（〆a）＋p（1））（〆1）∽（タ）＋βく丑）∽（1））  

A problemin the expression（1－19）is the estimation of m（1）and m（2），andin  
Our CaSe，if the wave number of theinterfacialwavesissmaller than about3  
（h≦3）（thisis theusualcasein experiment andinfield observation），m（1）and  
m（3）can besu伍cientlyapproximatedby  

1′2  

ク犯＝ （1）（義一境）（普）  

吊  
∽（2）＝（義一競）（葦）  

（ト20）  

Using（1－19）and（1－20），（1－10）may be transformed to  

り＝♪cos［柚車  
（p（1）・椚一刀0）1′2（フ詰・フ詰）  

・eXpト   

（－，ま○）1／2ノ2〆1）〆恥ゐ  

（1－21）   

（〆1）＋〆男））（フ誌＋フ誌）  

軍＝げ， α＝  

（一犯0）1／2ノ喜声重  

（〆1〉・〆9〉）（フ詰・フ宗）  

The expression of energy ofinterfacialgravity wave andits attenuation  
ratio can be expressed by  

且＝（〆3）一〆り如γ㌃蝕  
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wave number now considered．  

By this way   

…0（1＋  

g2／」く1）が  

（1－28）  
（〆1）＋β（2））兜8  

ヮ＝Dcos（kx＋nDt）exp  
P（1）＋p（℡）  

（1－29）  

矛＝昔exp（－   

The expressions of the energy ofinterfacialwaves are；  

駐÷（p（望）－P（1））伊β2exp（－  

⑳   

雷＝（p（9）－㈹叶器）exp（一   

＝－2′J（1〉がcoEβ′B＝－2〝（1）乃02ゐβ′』  

4／」（1）が  （1－30）  

〆1）＋〆ヨ）  

4〃く1）が  

f）＝β′ヨ・  

Here we put D9・eXp   and Tin（1－27）is neglected．  
〆1）＋〆9）  

The previous discussion of the energy dissipation ofinterfacialwaves given  
by G．H∴Keulegan（1949）was based principal1y on the mechanism shownin this  
SeCtion，anditis clear that we should use the resultin sectionl．2at the ana・  
1yticaltreatmentofinterfacialwavesofu苧ualestuarialproblems・  

From（1－22）and（1r30），  

dE  

示汀＋ 「丁∴、ノ′  一‾Vノ  ′ヨ （at 〃（1）＝〃（2）＝〝）  
d才  ノ   

（1－31）  

＝－2〃（1）乃0脚  

and，putting＝－alD′ヨand  

（at ′J（3〉＝0）   

＝－PID′2respectivelyintheaboverelations，  
Table－1shows thevalues ofal，β1andal／β1against h．Itis clear that thevalue  

Ofal／β1isfar greater thanl，and thetendencyismoredistinguishedforsmal1er  

Values of h．  

T8ble－1  

－ 9 －   
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In（1－34），Putting －nd＝hco，We take thelimit at y→0．The vorticity at the  

interfacialboundarylS；  

1′9 ∈三：。≒∈ニ：。≒抽叫去（笠）・｛cos（如瑚＋sin（抽0£）｝  

Thenwe use theirrotationalhorizontalparticle velocityjust outside the viscous  
layer to rewrite the above relation．  

ーα（1）  

＋α（望）  
∈ニ三。≒∈；竺。≒（  ＋tan（毎＋ク70£））  （1－37）   

1nYIs¢1d8  

γ→0  

Onthe otherhand，ifwe remarkon the rigid andsmooth boundarylayerof  
the bottom of surface progressive waves，We Can Obtain the similar form of  
VOrticity with（1－37）．  

∈y→。＝一 ・｛1＋tan（血潮）｝  i。，l雲．山ご去（告）1′8         y→0  
（1－38）   

昔tanhゐゐ・一犯0＝払  Co＝  

In（1－38）u means theirrotationalhorizontalparticle velocity just above the  

bottom viscouslayer．Stillmoreif we examine the boundarylayer of steady  
丑ow，We Can find the very similar expression from the Blasiuslaminar bounda－  

rylayer alongthe丑atsmooth plate・   

In this case the vorticityalong the plateis；  

∈y→0＝－0・肋oJ吾  
（ト39）  

Here uD．meanS the velocity of steady丑ow outside the boundarylayer．xis  

the distance from the tip of the plate．Expressions of（1－37），（1－38）and（1－39）  
have the common characterin their structures，and they arein且uenced by vis・  

COSity bythe expression of the same type．Ifwe use the ReymOlds numberof  

bouhdarylayerdefinedbyRe＊＝票・［umean？theirrotationalperiodichorizon－  
talvelocity just outside the boundarylayerln（1r37）andin（1p38），and∂＊is  

●
 
 

エ・・・  
リ  

：、・  1  1  

∂＊‾ノす  
In（1－39）u means the velocity of the steady丑ow  taken to  

OutSide the boundarylayer，and∂＊is taken to displacement thickness of bounda・  

些  
α0  

from（1－37）forinterfacialwaves（FL（1）＝FL（且〉）  rylayer．∂＊＝1．7208  

∈三：。≒∈ニ竺。〒一与財（一項1＋tan（毎＋乃0£））  

from（1－38）for surface waves  

∈y→0シ財（一項1＋tan（如乃朋  

－11－  

（ト40）  

（ト41）   
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theinstability of viscous boundarylayer at theinterface may haveirnportant  
roles for the occurenceof the turbulent mixlng and the additionalenergy dissiT  
Pation at theinterface．  

2．Interfacialwaves offinite amplitude（permaneAt type）   

2．1Basie亡q皿tioI鳩   

The problemislimitedtothecase ofirrotationalandinviscid．The relations  
Ofco－Ordinate and notations are same as chapterl．  

加（1）＝坐竺，〆1）＝坐竺 ∂∬∂y  
鋸（2）＝姓 坐竺  

〆急）＝  

，        ∂∬  ∂y  

F2¢く1）＝0，  ア℡¢（9）＝O  

The depth of bothlayersis assumedsu氏cientlylarge．  

少（1）→afunction ofionly at y→∞  

¢（且）→a function of tonly at y→一OD  
（2－4）  

Integrals of dynamical equations in both layers become 

〆1）＋p（1〉ヴ（甘恒（1〉醐（1）＝鞘）   

p（℡）笠＋与p（9）曾（8）】巾（ヨ〉ダ州（2）＝ダ〈】）（f）   

（2－5）  

（2－6）   

When perturbed motions¢（1〉and¢（2）become negligible，We have at the  
interface，  

か（1）＝F（1）（f）＝COnSt．  

♪0（2）＝ダ（8）（f）＝COnSt．  

and♪0（1）＝♪0（空）is consistent．ThereforeF（1〉（かequals F（3）（i）at theinterface，and  

Stillmore they areindependent of x，y．Putting po（1）＝Po（B）＝0，We Can Obtain a  

dynamicalcondition at theinterface；  

p（1）＋p（1）ヴ（1）輝l）卯＝〆ヨ）＋与〆岬）糊ワaty＝ワ（2－7）  

Kinematic conditions at theinterface are；   

＋鋸（＝〆1） at y＝り   

＋鋸（＝〆2） aty＝ワ  

Fromthe conditionofpermanenttype；  

－13－  

（2－8）  

（2－9）   
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が¢1（1）（0）  （1） 

－〆1）co   ヮ1公一〆1）cl  －βcl   
ワ1  

∂∬∂が   ∂∬∂y   

∂¢1（1）（0）∂如く1）（0）  

一〆1） 
墜㌘・〆1）  

∂¢1（1〉（0）  
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l〉rn  ∃ 
．・′  
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が¢1（9）（0）  ヨ） 
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エ  ∂¢1くゎ（0）∂函〈ヨ）（0）  ∂¢1（ヨ〉（0）∂如（ヨ）（0）  
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∂∬  ∂∬  ∂∬  ∂y  ∂y  

わ  ∂¢1（】）（0）  欝輌（2）押aty＝0  

（2－16－3）  

＋〆  ワ1＋〆2）  
∂∬  ∂∬∂y  ∂y  

From（2－13），   

■－tI  －・・ー  at y＝0   

）  ‾  
∂∬  ∂y  

（2－17－1）  

∂¢1（1〉（0  

－Co－Cl・  
が¢l（1）（0）  

ヮ1at y＝0（2－17－2）  
∂∬  ∂が  

∂虫¢1（1）（0）∂ヮ1．∂¢1（1）（0）∂甲  
－C。－Cl一・  

∂∬  ∂∬  

坤（1）（0）   

∂y  

が¢1（1）（0）．∂執く1）（0）  1が¢1（1）（0）  
ヮ1ヨ   at y＝0（2－17－3）  

∂が  ∂が  ∂が  

From（2－14），   

・・・「  ∂¢1（2）（0）  

卑t y＝0  （2－18－1）  

∂y  

∂¢1（ヨ）（0）∂ヮ1  

一一・  
二」 

ヮ1at y＝0（2－18－2）  ＝＝－－ユニ」＋  
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∂¢虫（ヨ）（0）∂ヮ1．∂ヨ¢1（2〉（0）∂ヮ1  
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ヮ12  at y＝0（2－18－3）  
紬  ∂が  

Stillmore，from the equation of continuity，  

F，¢1（1）＝0，  Fヨ¢ヨ〈1）＝0， F2¢8（1）＝O  

F2¢1（虫）＝0，  F8¢2くヨ）＝0， Fヨ¢3（2）＝0  
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From（2－18－3）   

β三；〉＝C血中2Al－Al磯）一coA13が一coゐAIA29  （2－30）  

〉 
β三；）＝CoA83－Alゐβ……－÷cDAlきが一与c紬A92  

（2－31）  

A81，B；：’，B；：’andcBShoqldbedeterminedby（2－28）and（2－30），andA38，B；；’and  

B：：’shouldbegivenby（2－29）and（2－31）．Onemorerelationforthesecomputa－  

tionsis（2q16－3）（the dynamicalcondition ofinterfacialboundary），Fromthiswe  

have two expressions．  
Thefirstoneis  

p（1）co且紬1＋2p（1）coc沌Al－P（1）coがAlβ三三’－P（1）c。2A18が＋p（1）伊A81  

＝－P（3）co2ゐA81－2p（2）coc該Al巾（9）coがAlβ；；’＋〆9）coヨA18が巾（B〉伊A81（2－32）   

If weuse afirst order relation（p（1）＋p（2〉）co9h＝（p（2〉－P（1〉）gin（2r32），C2is  

determined as  

p（1）2＋p（℡）2  

c2＝coA19が   （2－33）   
（p（1）＋〆2））2  

ButABl，B；：’andB；：）cannotbedeterminedunanimously．Ifweuseasimi－  

1armethodwith that ofsurfacewaves，thefollowlngtWO CaSeSmaybe obtained  
as the representative solutions．  

（i）thecaseofB；；）＝0  

．415が  
・（p（2〉3－2p（1）p（2）－11p（1〉8）  ．▲131＝   （2－34）  

8（p（1）＋p（2〉）2  

8  3＿…L， 〆2）一P（1）  

β；：）＝一号coA1が  
（2－35）  

p（9）＋p（1）  

（ii）the case of A31＝0  

p（1〉2－2p（1〉p（3）一11p（2）2   ） 
β；：＝coA18が  

） 
瑠＝coA18が  

（2－36）  
（p（1）＋p（2））2  

11〆1）2＋2p（1）〆2）－P（2〉2  
（2－37）  

（p（1）＋〆2））l  

The second relationis   

－P（1）c。3ゐβ；；）－P（1）与coヨAlが勇皿   
巾（1）co2堀Al＋p（1）cq】Al糾〆1）♂A88   

＝－P（2）c。3礪）－P（”÷c躁Al』朋   
－P（2〉co2堀Al一‡〆WA13鞠（ヨ）♂A83  

－17一  

（2－38）   
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＋t）孟  
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（…；g  
〔6）d（t）d8   （t）d  （6）ds   
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〆1）  

¢（2〉＝CoAl㌔y・Sinゐ（∬－d）－CDAIBゑ  ）  

〆虫）＋p（1  

8   1＿…L。11p（1）丘＋2〆1）〆2）一〆8）2  ＋CoA1が  β埠・Sinゐ（∬－Cf）  
（p（1）＋〆））9  

5／）（1〉  

＋‡coA呵1・  

P（2）   8p（1）p（ヨ）  

y  
〆ヨ）＋〆1）わ（1）＋p（2）  

Cis commonin both（i）and（ii）．  

p（1）2＋〆2）2  

c＝Coト与A1コカ2   

伊 P（2）－P（1）  
（2－48）   Co＝  

Both casesof（i）and（ii）given here maybe two representativesolutionsof  
this problem，but they arein且uenced by an uncertainselection at the third  
Order approximation．   

Ifwe compare these solutions with those of surface waves，the expressions  
Of（2r42），（2－43）and（2－44）arein agreementwith E．Ⅴ．Laitone（（1962）P．1561  
relations（32）and（33））at p（1）→0，and relationsof（2－45），（2－46）and（2－47）corre－  
SpOndwithO．M．Phillips（（1960）P．210relations（5．9），（5．10）and the one under  
them）at p（1）→0．The differenceofwaveprofi1e（か）isnot remarkableat pくl）／p（2）  
→Oin both solutions，but at p（1）／p（2〉→1itis not so sma11，Accordinglyif we  
treat the profi1e ofinterfacialwave at theinterface between fresh and salt  
Water，thisuncertain propertyofthethird order approximationcan notbenegli－  
giblein practice．   

Some additionalremark：（a）At p（1〉／p（2）→1，甲hasthenegative signwhen  
（x－Ct）isequaltozero．Thisisopposite with the caseofsurfacewave（p（1）→0），  
andstillmoreatp（1）／p（ヨ）→1，甲aPprOaCheszero・Sothewavepro創eatp（．1〉／p（2）→1  
is very different fromthe case of usualsurfacewave．（b）Theexperimental  
VeriBcation of（2－48）seems very di伍cult，because as shown by（1－21）viscous ef－  
fectonthe wave celerityisnotsosmallattheinterfacialwaveofsaltand fresh  
Water，and the existence of the thin mixedlayer between bothfluids willde－  
CreaSe the celerity of the wave ofsame wave number．   

2．3 Theproblem ofbreaking ofimterfacialwa▼eB  

This problem seems a complicated one，and the deformation of wave profi1e  
CauSed by the highorder process（an example willbe referredin chapter3）  
Should beincluded．73ut here we treat the probleminits simplest form．The  
resultwillshow that theinterfacialwaveat theinterfaceof fresh and saltwater  
CannOtbreak at the condition of permanent type．  

As the approximate solutionin thischapterislirnitedwithin the third order，  
itis not sufncient to determine the strict value of wave steepness at the break－  
1ng eVenin a caseof surface wave．73ut，When p（1）approachesto p（2），a prOb－  
lem remains in which the procedure of perturbation used here can be available 
tothe analysisofbreaking．Therefore the method usedhereisonlyapplicable  
tothe estimationofbreakingproblem，in whichthesmal1valueof p（1）／p（3）isal－  
lowed．So thepresent estirnationisqualitativeone，and doesnotgive a decisive  
COnCePtion．  
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霊≡霊石抑号＋t）仰＋紺牢嵩  
！Ⅵ0耶叫ⅩOJdd℃泊pユOpユ叩aqlJO a飢Ⅰでユ∂甲ローt即瓜p∂u叩ユ∂1∂p  
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At 〆i）＝0．000，〆9）＝1．020  

0．875（Alゐ）8＋0．5（Alゐ）2＋Alゐ－1＝O  

At 〆1）＝0．200，〆2）＝1．020  

0．0793（Alゐ）8＋0．309（Al虎）望＋Alゐ－1＝O  

At β（1）＝0．400，β（E）＝1．020  

－0．259（Alゑ）8＋0．139（Alゐ）2＋Alゐ一1＝0  

（2－52－1）  

（2－52－2）  

（2－52－3）   

Weobtain the properValuesof Alhfrom（2－52－1，2）（Alk＝0．612in（2－52－1），  
Alh＝0・775in（2－52L2）・）But we cannot havetheproperValueof Alh from（2－  
52－3），andweseethat the tendencyis quite sameln both cases of（2r49）and  
（2L51）．Thereforewe can say that thevalueof Alk（wavesteepness）at thelimit  
of stabilitylnCreaSeS With theincrease of p（1），and thatin actual problems of  
interfacial waves the existence of maximum value 
→Pく且）in the condition ofinviscid permanent type．  

The more rlgOrOuS eStimation of this problem  
use the dynamicalcondition ofinterface（2－12）．  
（2－12）into the followingform，in which hemade  
form opposingcurrentwith the velocity（，C）．  

Of Alh seems doubtfulat p（1）   

may be glVenaS follows．We  
J．N．Hunt（1961）transformed  
a motion steady uslng the uni・  

意（〆2）－〆1））♂「■Sin♂＝〆丑）＋伸一2T  
（2－53）  

Physicalmeanings of o，でand q are shownin Hunt’s paper．In（2L53）0→O  
and T－イー）D，are COnSistent at thelimitin which the particlevelocityofthe  
crest of waves oflower且uid approaches the wave celerity boundlessly．On the  
Other hand thereis a condition；  

鋸くa）・ゐ＋ぴ（2〉・dy＝一dα   

（in thisexpression u（2）means thevalue（u（2）in（2－2）一C））  
and so u（E）→0，V（】）→O at thelimit ofinstability means dor→0．At the same time  

Tj（一）o3indicates that dでis血ite．By making use of these conditions we esti－  
mate each term of（2－53）．  

theleft hand side－→O3×O   

the負rst term of the right handside－－－｝0×o3  

the second term of the right hand side－－－｝COXoD  

（2－54）  

（2－54）indicatesthat theorder of theleft hand side of（2－53）isin agreement  
With thefirst term of the right hand side，and that thesecond termof theright  
handsideisfargreaterthan theother two terms．Thisinconsistencyappeared  
in（2－53）may beinterpretedas theimpossibility of breakingof waves under the  
present circumstance．Ifp（1）＝Oissatisfied，both sidesof（2－53）areofsameorder  
at the extreme condition，andthebreakingof wavesisapparently possible．   

The result of thisanalysisisinagreement with theapproximate treatment  
Of（2－50－1，2，3）and（2L52－1，2，3），qualitatively．The discussion at the end of  
Chapterl，in whichwe noticed theimportanceofinstabilityofviscousboundary  
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＋ぴ（2＋一  （3－7）  at y＝ワ  

Asimilarmethod of perturbationwith（2－15）is used．  

¢（1）＝α¢1（1）＋α℡¢旦（1）＋α89〉さ（1〉＋…‥  

¢（2）＝α¢1（2）＋α2¢ユ（2）＋α3¢8（ヨ）＋＝…・、   

ヮ＝α甲＋αgワ9＋α3ヮ8＋……   

（3－8）   

By making use of（3－8），the dynamicalcondition（3－5）is perturbed around  

y＝0．  

p（1）讐＋〆1）ぴ（1）讐巾（1〉押  

∂¢1（E〉（0）  

＋〆叩（2）響＋〆物1  
：一丁・こ・   （3－9－1）  

∂J   

β（ユ）響＋〆1〉響直吉〆り （  

）g＋与〆1）（讐）彗  

）  
禅3（1）（0  

＋p（1〉ぴ（り   

∂∬  

）   ∂¢1（9〉（0）  

）2＋拉）（讐）3  ＝ 〆免〉響巾（皇   
÷p（9） をp（9）（   ワ1＋  

∂f  ■「  ∂柑y  ∂∬   

巾 （3〉ぴくヨ）讐巾く岬鷲欝函（B）押  
（3－9－2）  

＋〆1〉 
聖三讐恒〆1）望慧㌔  ∂f∂y  

） ∂¢8（1）（0）  
〆1   

ふご、－1l  

∂f  ∂≠∂y  

÷〆1）票欝軸〈1）  
＋  

∂¢1（1）（0）  

∂∬  ∂∬  

） ∂¢1（1）（0）∂如（1）（0）  ∂≠1（1）（0）∂2¢1（1）（0）  

＋〆1）   
ワ1＋〆1   

∂∬  ∂∬紬  ∂y  ∂y  

）  

＋〆1）讐；翠  
∂且¢1く1）（0）  

ヮ1＋〆1）ぴ（1  

・－リ   ・1ごJJ  
∂∬  

） ∂執（1）（0）  ）  む●∴■＝・  
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ダP（2〉－P（ユ）  
〆1）p（2）（ぴ（1）－ぴ（ヨ））2  

＞Ois the condition for the existence  ∬ere   
ゐp（9）＋p（1）  （p（1〉＋p（9））3  

Ofinstability．   
（3－12）may be rewritten to  

¢1（1）＝Al（ぴ（1）－Cr）sinゐ（∬－Cr≠）β加t‘・β‾粗－AlのCOSゐ（∬－¢f）〆吋・㌻咄  

¢1（3）＝一Al（ぴ〈9）－Cr）sinゐ（∬－みf）β加㌔・βたy＋AICfCOSゐ（∬－Cr才）β加㌔β吻  

ヮ1＝AICOSゐ（∬－Crf）β吋  

（3－16）  

3．2 TtledynamicalproceBSeSOfwaveamplificationoftheKelvin－Ⅱelふholtz   
instability  

The perturbed丑ow of the present problemis amplified by the rate of hct  
perunittime．Here hctisexpressed by（3－15）．The expression of（3－15）indicates  
that ctincreases with theincrease oflU（1），U（盟）l，and at this point the mecha－  
nism ofinstability ofthe present typeis not so different from theinstability of  
generalshear80W Of heterogeneous且uid．The perturbed且ow must be amplified  
by the transfer of mechanicalenergy from the non－perturbed丑ow．   

In the Kelvin－Helmholtzinstability the value of cJc，is not alwayssmal1，and  
Ct may be able to grow up extensively evenin thelinear treatment．Therefore  
We CannOt put（clk，）3→Oin the present problem．On the contrary the amplificaT  
tion mechanism of the Tollmien－Schlichting waveis treated at the condition  
（CJc，）2→Oinitslinear treatment．   

In concern with the KelvinTHelmholtzinstability，，．W．Miles（1959）made an  
attempt to extendit tothe tase ofmore generalvelocity f）rOfi1e ofthe horizon・  
talflow．The dynamicalfo11ndation of his treatment may be obtained at the  
COnditionof verysamllcl（almost zero）．The present analysisproceedsalongthe  
different way bymaking use of the11niform voloclty prOfi1e．and the comprehen－  
Siveinterpretationis foundincl11ding the generalcase ofci／C，．  

The kinetic energy of the perturbed wave motion in the present problem 
may be comp11ted as   

（p（g）－P（1）肌桝p（1）巾（2））Al，払牌  

The potentialenergylS 

（〆ヨ）一P冊A12cosヨゐ（∬一Cr糟仁  

（3－17）  

（3－18）  

and so the time average of the rate of theincrease of the mechanicalenergy  

：ニキ、  Can be expressed by  

＝（p（g）－㈹Al礪塙ゼ柑V＋（p（1）巾（2））Al榊押   （3－19）  

Then we compute the momentum transport of the perturbed wave motion．  
This may be expressed at the upper飢1id，  
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■0ユ∂ZOll℃nb∂S！りOS p耶‘0＝（8）β＝（T〉βJO∂Sl≡〇∂qIS！∂ldⅦ甘Ⅹa pOO冨Ⅴ ●SuO！S  
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●aTqてB！T8au sauIO〇aqp！n甘1addn aⅥJO（t）duaqJh OlaZSauIOつaq p！nglaJhOT atIIJO  

（8〉動「㌫Ot叫l！lS ■p！n甘ユ∂瓜Ol叩IJOl叩I叫l℃nt）a S‡∂nll≡人∂1nlOSqlZ Sl！pulZ‘（6）β＜  
（t）β‡O uO印ptlOつ叩Il巳∂A！叩如us！ユaA甘lユaddn叩IJOlユOdsu℃ユ1u叫u∂Ⅶ0Ⅶ叩エ  
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l甲ads叩IJO∂ロOS！（lZ－E）p耶（OZ－ど）Aq p∂SS∂Jdx∂IユOds耶ユIⅦn叩∂Ⅶ01∬叩エ  

（6）d＋（t）d  ＝  ＿＿＿＿  

（い八’J〉  

く6）d（t）わ鈍Ⅴ  9亨○￥石∂  

（6）β－（t）β  

（tz－E）  

（筍）d＋（，）d  
（6）d（t〉d紺＝（8）〝  

‘p叩甘J∂瓜Ol訓串lV  

7ID那∂  

（6）ノ〕一（t）／】  

（8）d＋（t）d  ＝  ＿＿＿＿  

（t〕脚  
（6）d（t）れ撒け－  †I叩∂  

（8〉ノ〕－（t）ノ〕  

（OZ－E）  

くど）d＋（－〉d  

（8）d（T）d抑－＝…〝   ）l∂一打I  

（石）β－（l）β  



boundary（its efEectis activetothe momentum change of the upperfluid），In  
Otherwordsthefirst termof（3－24）multipliedby p（l）is equalto（3－21），andthe  
SeCOnd term of（3－24），multiplied by pく】）andifits signis changed，isin agree－  
mentwith（3－20）．  

By this way the Reynolds stress which acts to the direction of progress of  
WaVeSOntheuppersurfaceofinterfacialboundarylS  

T（＋0〉＝P（1）Al】（打（1〉一G）ctがβ℡駈‘‘  （3－25）  

and the one which works to theinverse directionof progressofwavesalong  
thelower surface ofinterfacialboundarylS  

で（－○）＝－P（9）Al】（U（ヨ）－G）clがβ呵£，  （3－26）  

The work per unit time by these stressesis computed as  

T…）・打（1）－で（－0）・打（g）＝（p（丑）－P（1））訂Al℃戎招紬吋＋わ（1）＋p（2））Al伍W伊里  

（3－27）  

（3－27）isin agreementwith（3－19）．  
The work at theflexible boundary，Whichis caused by the Reynolds stress  

in the present case，muSt beappreciated as thework ofI）reSSure且uctuationat  
the same boundary．   

In the present problem at theinterface，  

PI●  

タ1（1〉＝－P（1）篭仁一P（1〉州く1）一軒抑1  

♪1（丑〉＝－P（ユ）一P（匁〉鎚（9）打く2）－P（物  

（3－28）  

These are computed as；  

♪1（1）＝－P（1）Al払（Ⅳ（1」≠）sinゐ（∬－Gf）β加Ⅰ‘  

＋p（1〉Aユ（ひく1）一G）hcosゐ（∬－G∠）β加古占  

＋p（1）Alkct9cosk（x－C，i）ekcil＋p（1）AICtkc，Sink（x－C，i）e加i＆  

一〆1）打（1）Alゐ（打（り－C，）cosゐ（∬－みf）れ‘  

一戸（1）打（1）Al払sinゐ（∬－Cr′）れ♭一P（1）打AICOSゐ（∬－C，′）れ‘（3－29）  

♪1（8）＝〆2）Al払（打（2）－み）sinゐ（∬－み∠）〆リ  

ーP（3）Al（打（g）－C，）払cosゐ（∬－C，f）♂¢‘♭  

－P（3）Al毎2cosゐ（∬－みf）e吋－P（ヨ）AICl払sinゐ（∬－みf）β加f♭  

＋p（9）打（℡）Al点（ひく望）－G）cosゐ（∬一みf）㌔吋  

＋p（ヨ）U（9）Alhctsink（x，C，i）ekciLp（VgAICOSk（x－C，i）ekCtC   （3－30）  

Bymakinguseof these expressionsandverticalvelocitiesfrom（3－16），  

㌢卜0  

神  －♪1（1）机（2）＝〆1）Al堀け伊叫＋p（1）Al物  

－27－・  
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（6）d＋くt）d  

d βり裾y（t）dそ＋廟堀Iyくt）dそ＋  （Zど－C）  ，I叩6∂  
（t）d－（8）   

，†珊瑚8tyβ〈6〕dっ呵納抑（6）d－  

（冨）d＋（t）d  

βり翫ty（石）d＋7I。＃8∂㌔Jg翫ty（6）d＝（t）一作（打，t♂  ？㌔宥6∂  

（t）d－（8）d   

（6）d＋（l）♂  

り裾yβ（石）d与卑。耶∂掴乙ty（8）d与＋  （tE－g）   ，，鞘∂  
くl）♂一山）♂▼10y▼、○′  t ■川○むbl‖‥－ノ ー ■   

－†p那∂瑚絢）d抽踊抑（t）d一   



The secondorderapproximation maybealsoexpressedby；  

’’ 
軒1）＝（β；こ＋峨）βi2上く㌢与り・β餌iC・㌃2吻  

＋（B‡：）一概’）e－tヨ輌TC）・弼L・euBky＋Const2（l）t  

¢2（2）＝（β：：）＋娼≡；’）β－2た（叫）・弼‘・β2卸  

＋（β…：’一概’）㌻‘宜桝γ‘）・β呵・β2吻＋Const2（宜〉f  

（3－37）  

（3－38）  

甲＝（A21＋fA22）βi2拇‾6γり・♂均一＋（A21－fA9E）㌻佃（‡■¢r［〉・β9脚  （3－39）   

Using the secondorderkinematicconditionsofinterfacialboundary（3－10－2）  
and（3－11－2），  

β≡：）＝A22（U（1）－みトA21C亀一ゐA12仁王  

β；…）＝A宜1（み一打く1）ト血相－‡仙2（U（1）一み）  

β：；〉＝月朋（Cr－ぴ（E〉）＋A畑一本摘  

β：…〉＝血（脚－み）＋A82Cモー岬）－み）  

（3－40）  

（3－41）  

Using（3L9，2），neXt three relations can be obtained；   

〆1）2払β告β（1）2払β告岬告（U（1）－み）細く1勅掌   

一〆1）U（1〉2点β≡…）一〆1）U（1〉ゐ懲 u（1）－Cγ）・拍A21   

＝P（2）2如計伊）2払貯巾（℡）が告（ぴ（2）－Cr）頼職掌   

一〆2）U（2）2ゐβ≡…〉一〆2）U（2〉ゑ 打（E〉一小〆】怖1   

） 
〆1助境）－〆1）2払β；三－P【1）軌告＋押告 

（U（1）－Cγ）c‘   

・〆1）脚2哺）・〆叩（1）が叫（1）♂A22   

＝P（E〉2払β；…〉－〆ヨ）2如糾ザ鮎（U〈2）－Cγ）一〆肋ci   

巾（℡）ぴく】〕2囁・〆叩（負）が告…（2抽2  

P（1）Const9く1）＋p（1）がA12ci2＝P（9）Const9くコ）＋p（2）がA12ci2  

From（3－44）  

Const2く1）＝Const9（9）＝－がA19ci2  

－29－  

（3－42）  

（3－45）   
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A99＝C‘  

A91＝一  

（3－51）  

（3．3r2）‘Here the properties of A銅and A210f（3－51）willbe examined atthe  
COnditionthat（ci／み）2may be consideredzero（ciisvery small）．   

From（3－47）and（3－49），  

如く1）〆】）（打（】）一打（ヨ））ヨ  

－2烏（β（2）（ぴ（ヨ）－み）2＋p（1〉（ぴ（1）－Cr）り  E＝   
p（ヱ）＋〆1）   

（ヨ）】（打（ゎーみ）2－2毎（1）】（ぴ（1）一み）3一点〆1）〆9）  （ぴ（1）＋ぴ（2））－2cr）ヨ  

〆ヨ）＋〆1）  

＜0   

（3－52）indicates thatEis always negativeinthe present case．   

Similarly，  

（3－52）  

がAlヨ（Ⅳ（1）－ぴく9））早1）〆ヨ）（p（1）－〆的）  

（3－53）   ヱ）＝   ＜0  
4  （p（1）＋p（9〉）9  

Accordingly A℡l＜Ois eatablishedin the present case．On the contraryif  
Uく1）＝U（ヨ）＝0，and ci＝O are consistentト血1is positive as shown by（3－48）．By  
thiswayundertheconditionofthe Kelvin－Helmholtzinstability，aquite peculiar  
WaVeform may develop，ifway consideritssecondorderapproximation．  

The expression of Bof（3－47）is computed as  

（1）〆9）（ぴくヨ）－ぴく1））  

β＝がAlヨ   （3－54）  
P（1〉＋〆ヨ）  

Thus B changesits sign according to the sign of（Uくヨ）－U（1）），and as we  
assume U（1）＞U（9），B＜Ois consistent．ct＞Ois clearin the presentproblem，and  
so we have A99＞0．Thisis a noticeable result．   

From（3－39）thepositivesignofA9ヨindicates that the upper part of wave  
form deforms to windward sideininverse toits direction of progress at the  
SeCOnd order approximation．   

ExpressionsofAヨ1andAn are  

一ダ（p（”一〆1））ヨ  

A91＝一＝  2如（2）ヨ（ぴ（ゎーみ）ヨ＋2ゐp（1）8（〝（1）－み）望＋鳥〆1）〆3）（（ぴ（1）＋打（ヨ〉）一2cr）ヨ  

（3－55）  

鳥Al虫p（1）  
A朋＝負＝  

（ヨ）（Ⅳ〔1）一打く3））の   

‘⊥コ】‾レ1 月‾2〆ヨ〉ヨ（打〔9〉一み）ヨ＋2〆1）ヨ押（1）－み）皇＋〆1）〆3）（（ぴ（1）＋打（ヨ））－2cr）ヨ  

（3－56）   

Under the condition of（Ci／C，）2－・＞0，if p（1〉approaches to p（望），theserelations  

become  

息A19  ぴ（1）＋ぴくヨ）  

Aヨ1→0，A9宜→   （3－57）   C土， Cr→  
U（1）一び（ヨ）  

ー31－  
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anegativefinitevalueatthe present assumption of U（1）＞U（2）・DandEneed  
themoredetailed analysis，andmustbeexaminedat thelimitof（p（g）－P（1））→0・   

Putting  

c，＝C，。＋血・， Ci＝CiO＋Aciand p（2〉一P（1）＝Ap（Apisverysmall）  

from（3－59））  
ひ（1）＋ひく8）  打（1〉一打（盟）  

， Cto＝  
2  2   

thefollowingexpressionsof Ac，，AciCan be obtainedfrom（3－49）・  

ひ（2）－ひ（1）  ー   
」・・・∫   （3－61）  

ク ∠わ1  1  

（3－62）  』ci＝－－テーラヒー÷  
ゐ〆1）2 こJ（1）一打（急）  

From the expression of Din（3－47），   

AD＝ （』〆世2）－み。）盟一伽2ト2〆1〉（打（8）一CrD）血一2〆悔血  

＋2〆1）（打（1）－C，D）』み＋2p（1）伽血）  

By making use of（3L61）and（3p62）into the above relation，  

．n   がA12．（打（1）一打（BりE  
A∂＝一二〒エー』β            ‾「  

（3－63）  
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In the same way from the expression of Ein（3－47），  

AE＝伊』β一2ゐ（御γ（2）－み0）2－2／）（1〉』♭（ひくり＋ひく1）一2伽））  

＋2お㌦如＋8払岬（1〉∠k‘  

Using（3－61）and（3－62），  

AE＝一針卸   

and so at thelimit Ap→0，  

A丑1＝一＝一  
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彪2A12（U（1）－ひくヨ））2  がA12  
二言三」ciO2（＜0）（3－65）  
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皇 
r＝Cl                    ＝。。＿＿＝ A22＝C  CiOヨ  （3－66）   
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By this way A21has afinite negativevaluein proportion with ciDB，andAB2  
becomesinfinitelylargeininverse proportion with Ap．As4pispositivein the  
present treatment，A92becomes positiveinfinity，and，if4pisnegative，it tends  
to negativeinfinity．   

When A朋is positive，the upper part of wave profi1es deforms、to windward  
ininverse to the direction of wave progress．When A2含is negative，the direc－  
tion of deformationisleeward．The expression of（3L66）suggests that this de－  
formation of wave profi1e maybe treated as aninitialvalue problem at thelimit  
Ap→0，and so thegradualand explicitdeformationofinterfacialboundary，Where  
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