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A NOTE ON URSELL，S PARAMETER FOR LONG WAVES  

Takao Horiguchi  

1．Imtrodlletioll   

A criticalparameterヮ。l2／hB forlong waves wasintroducedby Ursellin1953．  

Hiscourse of discussionlⅣaSdeveloped・bythe generalpeTturbationseriesofLagTang－  

ianmethodandthreeeqhations were classified dependingonヮ。l2／h3≫1，．”。l2／hB～1，  

甲。l2／h9≪］．Inthepresent paper，the parameterヮ8l2／h8isdirectly containedin the  

equations expanded from FTiedrichs’s method，Whichis modified by the different  

stretching between the depth and the amplitude，and equations are classified by  

ヮ0）2／h8＜1，伽l2／h8＞1・Bythismodificationitisimplied tLat甲ol2／h9isused asa  

parametertoderivetheequationssuchas（h／））2usedinFriedrichs’sexpansion  

method andtheotherparameter？。／his usedlforthe estimationof approximation．It  

is alsoshown，inthe caseヮol2／h8＞1，thismethodgivesthesameresults obtainedby  

Keulegan and Patterson whichwere derived from thepotentialtheory，  

Assuming the motion to be two－dimensionalandirrotational，the equations of  

motions，the continuity equationandthe boundary conditions at the free sufface  

y＊＝ワ＊＋h＊and at thebottomy＊＝10 arewritten as follows interms of the Euler  

vaTiables：  

山£＊力＊＝－  1∂〆  
p＊ ∂∬＊  

（1，1）  

（1，′2）  

（1，3）  

（1，4）  

（1，5）   

（1，6）   

（1，7）  

∂f＊ ■仲 ∂㌔■V ∂＊   ク   
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∂ク＊ ∂∬＊  
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♪＊＝0  
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P＊ ∂ク＊  

atク＊＝が十㌦  

at J′＊＝0  

where the asteriskis used for the dimensionalvariables．Since the depthis constant，  

the x－aXisistaken on thebottomand they－aXisis positiveupward．Tlledimensional  
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（2，4）  

（2，5）   

（2，6）   

（2，7）  

at ユ，＝勒十ゐ  

at ユl〒0  

（2，8）  

a主Idiurthermore，．（2；5）and（2，6）must be replaced by Taylor series expanded at  

ツ＝勒0＋ゐ，  
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Fromt壬1e ZerOth order equations oiK，We Can Obtain  
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2－1．Tれe first（Irder approximatiom  

Theequations forthe first order ofE aregiven by  
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Making useoftherelationsin（2，29），tl咋thiTdorderequationscanbegivenby  
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一恥（0）旦諾  ∂〟0（1）＿∂〟0（01∂恥（1）   

∂∠  ∂∬  ∂g   

（2，30）  

and   

捉0（2）＝友野0（2）  
（2，31）  

Puttingヤー7。（0）＝β？。（1）andtaking？0（0）intheTight－hand sideof（2，28）approxi－  

mately asヮ，（2，28）yieldswith anerrorofo（β8）  

β（昔一倍）＝β2磁（÷÷）  （2・32）   

When（2，32）isreturnedtotheoriginalvari血bles，WeCanObtainthesameequa－  

tion as shown by Airy，  

－ 
g＊ゐ＊芸賢＝g＊ゐ＊一品（÷貰）  

2－2．TIle SeeOmd oTdeT apprO惑mation   

The second order equations of n are given by 

・埴1＝0  
β告・β2〟0告・β2〟1告告 

β告岬捉0告・告埴1告＝0  
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〝2＝O  

Firstly，from（2，17），（2，22），ulCan be show‡1by  

捉㍉＝働1（0）－β普与  

Whereul（0）＝ul（∬，0，t），then，u2isQbtained■fr叩1（2，36）  

－5 －  

（2，41）   
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wherethetermSinthe right－hand side are replaced by7，andthe erroris of order  

O（ダ）．   

On theotheihand，ifヮ。（0）isequal／toしヮwhich■is asolutionoi（2，49）from the  

beginning，ワ。（1）andヮ1（1）can be neglected．However，the phase velocity of甲in（2，  

49）is approximatelygivenby  
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，therefore，theerrorcontained’in（2，149）isgenerallyoforder oQ？3）duetothetranSf，  
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Considering（2，50），（2，51），andintegrating（2，53）withx，u（0）isgivenby  
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一 
β〟＝去（伽⊥β2÷そ＋ぶβ2佐ヰ）妥） 

（2・55）   

Ontheotherhand，thereis no verticalvelocityofthe21erOthorderofβ，then，・the  
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裁＝伽2＋β   （2，69）  ∂∬む   2  2  

From（2，37），（2，47），u2Canbegiven by  

∂2〝1（0）＿ プ2  ＋β2議  〟2＝〟2（0）－β  （2，70）  
∂∬2  2  

，and v8is also obtained from（2，63），（2，70），  

〃8＝一β響叶β2  ㌃－β忠志  （2，71）   

Inthesame way asthesecondorder approximatiQn，aPPlying（2，61）ony＝伽。＋h，  

the firstandthesecond orderequationsofβcanbegivenrespectivelyby  

∂〟2（0）（0）．∂翫（0）   
＋  

む  ∂∬  
（2，72）   

∂〟立（0）（0）  

∂∬  

）＝0 1  

－ 9 －  

∂α2（1）（0）．∂ヮ2（1〉   
＋  

鋸  ∂∬  
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3．The derivation ofequations for the case ヮ。＊lo2／h。8＜1  

Inthis case，Equations（1，9），（1，15）are devided，by o・and are transformed to  

＝ 咤湖桜＋一巾′β0  

＝ 意＋1＋＋相0   β＋β2〟 

β意巾′告＝0  

∂〟．＿∂が  

∂ッ  ∂ガ  

（3，1）  

（3，2）  

（3，3）  

（3，4）  

（3，5）   

（3，6）  

（3，7）  

β溜【岬〟意一方旬＝0  

♪＝0  

〃＝0  

at プ＝伽＋あ  

at ツ＝0  

wbefeた   

Equations（3，5），（3，6）are expanded at y＝βy。＋h asshown by   

〔β告岬揺－〝′〝ユ＝醐＋β（ヤー恥）昔〔β音岬嫁一方′γ1＝佃   

十・ニ0  
＋÷β2（ヤー恥）瑞〔β告 ＋β2嫁一正′γ1軸＋み  

（3・8）   

〔♪1＝醐＋β（ヤーワ0）〔告〕輌＋み＋÷β2（ヤーり0）2〔器〕ノ＝醐  

＋・‥＝0  （3，9）   

Asshownin（3，3），tlleVertical’velocityis d占t占rminedbythe higher orderl10ri－  

zontalvelocity，tllerefore，a different wayof discussionisdeveloped．  

On an arbitraryn－th order of斤′，Vn－1Can be given by  

‰1＝－βJ：普dツ  

，andun－1isobtained from（3，4），  

肋－1＝〟ルー1（0）ニβJ：J：驚柚   

Inthesame way，t王1e fo1lowing expressionscan be obtained：  

（3，10）  

（3，11）   

y∂軍m－1〝沌  

仇－m＝（－β）イ：‥イ  

（2研一1）   

dツ・＝dツ  
。 

蝕2m‾1  

一11－  
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み干如（0）岬J：J：畿d畑  （3，15）  

andthe pressuretothe secondorderofβat y＝伽8＋hisobtainedfrom（3，9），（3，14），  
■  

折鶴普＝0  （3，16）  

where  

也＝－1－β一β2〝0普 ∂  
ッ  

＝－1＋β2J：一誌－か鞠告  

Consequently，We Can Obtain  

か＝β伽  at ツ＝伽。＋ゐ  

，therefore，Equation（3，15）canbetransformedto  

か＝触－β2J：削＋力J：畿 d畑  

岬J：J：畿d畑   

（3，17）  

（3，18）  

Noting（3，1），（3，8），（3，10），（3，18），the first order equations ofβcanbegivenby  

β（篭竺・筈）＝0  

β（署・J：刷筈dツ）＝0  

（3，19）  

As forJ37？。，We Canevaluate from■thezerothorderequations of斤′，thatis，  

β普岬〟0普・普＝0  

β普＋β2純音＋1・普＝0  

（3，20）  

（3，21）  

（3，22）   

（3，23）   

（3，24）  

（3，25）   

（3，26）   

β＝0  

∂〝○＿∂仇  

∂ッ∂∬  

β普・β‰普＝0  

如＝0  

〃。＝O  

From（3，24），We Can Obtain  

＝0  

at ッ＝伽。＋ゐ  

at Jl＝0  

，and董rom（3，18），（3，20），（3，22），WeCan alsoobtain  

■芸1二3．こ  
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＝ 
（－β）兜一  （3，34）  

Since u。is not a fumCtion of x，（3，34）satisfiesapproximatelythisrelationprovided  

a sufficientlylarge nistaken，for the valuelofβissmal1erpthanlO－2if h。／l。＜10．1，  

an4（，β）nis approachingtozerofor alargen．Simultaneously，uOisnot a function  

oft，and恥，u。Canbeconsideredtobeinfinitely smalldisturbances propagatingon  

the surface．  

4．Conclusion  

As showninthechapter2，the fundamentalequation tothe■SeCOndorderapproxi－  

mation withrespectto斤andβ，（2／52），aPPearSinthecase7。＊l。2／h。3＞1．Forthecase  

で。＊l。2／ho3＜1，thesecondorder approximationisthelinearized equation as shown by  

（3，33）．Another complementary equation，the Airyequation，SeemS tO be concerned  

with theinitialvalues o‡wave motion．  

Takingsinusoidalwaves for example，the rightrhand side of（2，33）is considered  

to be the term amplifying thesecond higher harmoniccomponentoftheoriginalwave，  

then，this ampliiying energymust besupportedby any other t占rm whichshould be  

locatedintheright－handsideof（2，33）・Thereiore，theAiryequationisnotcomplete  

inthe physicalinterpTetation，andthe applicationofthisequationisrestricted．  

Apart from these statements，ifitis assumed thebalance between two termsin  

the right－handsideof（2，49）arelost，forinstance，斤isvery smal1initial1y，a Simple  

order estimation may be applied．According to theillustrations by Wilson and others，  

a deformatioIlapPearSif  

＞40  

This value approximately corresponds to 

（4，1）  

互空  
2 ′‡   

＞200   （4，2）  
ゐ2 ∂2平  方●‾  
丁砺  

wllereワ，h and∂Z77／∂x2are assumedtobe oforder unity．In thesameway，fromthe  

thirdorder approximation，（2，77），if   

（4，3）  
Jz■  

仇‡■  

＝tllatis，   

響＞13，  （4，4）  

一15 －  
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