
𝛻𝛻 � 𝐮𝐮 = 0

𝛻𝛻 � 𝛻𝛻𝜙𝜙 = 0

𝛻𝛻2𝜙𝜙 =
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧2

= 0

連続式 ラプラス方程式



連続式

𝛻𝛻2𝜙𝜙 =
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧2

= 0



𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0 on 𝑧𝑧 = −ℎ

海底の境界条件



水面の運動学的境界条件

𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

=
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑡𝑡

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

=
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑡𝑡

−
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑥𝑥

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡



水面の力学的境界条件

−
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
1
2

𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥

2

+
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

2

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶 𝑡𝑡

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

−
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
𝑝𝑝𝜂𝜂
𝜌𝜌

+
1
2

𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥

2

+
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

2

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶 𝑡𝑡 ,

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡



𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 = 𝜙𝜙 𝑥𝑥 + 𝐿𝐿, 𝑡𝑡

𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 = 𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 + 𝑇𝑇

周期境界



𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 � 𝑍𝑍 𝑧𝑧 � 𝛵𝛵 𝑡𝑡

変数分離

𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 � 𝑍𝑍 𝑧𝑧 � sin 𝜎𝜎𝜎𝜎



時間の周期境界

sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 = sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎 + cos 𝜎𝜎𝜎𝜎 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 = sin 𝜎𝜎 𝑡𝑡 + 𝑇𝑇

cos 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1 sin 𝜎𝜎𝑇𝑇 = 0

𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0, 2π

𝜎𝜎 = 2π/𝑇𝑇



1
𝑋𝑋
𝜕𝜕2𝑋𝑋
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+
1
𝑍𝑍
𝜕𝜕2𝑍𝑍
𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 0

𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 � 𝑍𝑍 𝑧𝑧 � sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝑑𝑑2𝑋𝑋 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

� 𝑍𝑍 𝑧𝑧 � sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 + 𝑋𝑋 𝑥𝑥 �
𝑑𝑑2𝑍𝑍 𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑2

� sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0

変数分離



⁄𝑑𝑑2𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑋𝑋 𝑥𝑥
= −𝑘𝑘2

⁄𝑑𝑑2𝑍𝑍 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑍𝑍 𝑧𝑧
= +𝑘𝑘2



𝜙𝜙 𝑥𝑥, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡
= 𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝐷𝐷−𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

⁄𝑑𝑑2𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑋𝑋 𝑥𝑥
= −𝑘𝑘2

⁄𝑑𝑑2𝑍𝑍 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑍𝑍 𝑧𝑧
= +𝑘𝑘2

𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘

Z 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝐷𝐷−𝑘𝑘𝑘𝑘



𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘 𝑥𝑥 + 𝐿𝐿 + 𝐵𝐵 sin 𝑘𝑘 𝑥𝑥 + 𝐿𝐿
= 𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 − sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘

+𝐵𝐵 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 + cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, 2π

𝑘𝑘 = 2π/𝐿𝐿

空間の周期境界



𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑘𝑘𝐷𝐷𝐷𝐷−𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 on 𝑧𝑧 = −ℎ

−𝐴𝐴𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶𝐶𝐶−𝑘𝑘𝑘 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0

𝐶𝐶 = 𝐷𝐷𝐷𝐷2𝑘𝑘𝑘

𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0 on 𝑧𝑧 = −ℎ

海底の境界条件



海底の境界条件

𝐶𝐶 = 𝐷𝐷𝐷𝐷2𝑘𝑘𝑘

𝜙𝜙 = 𝐴𝐴 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐷𝐷𝐷𝐷2𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝐷𝐷−𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜙𝜙 = 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐷𝐷𝑘𝑘𝑘 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑘𝑘 ℎ+𝑧𝑧 + 𝑒𝑒−𝑘𝑘 ℎ+𝑧𝑧 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜙𝜙 = 𝐺𝐺 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝐺𝐺 = 2𝐴𝐴𝐷𝐷𝐷𝐷𝑘𝑘𝑘



𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑢𝑢2 + 𝑤𝑤2

2 𝑧𝑧=𝜂𝜂
= 𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑢𝑢2 + 𝑤𝑤2

2 𝑧𝑧=0

+𝜂𝜂 𝑔𝑔 −
𝜕𝜕2𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢𝑢2 + 𝑤𝑤2

𝑧𝑧=0
+ � � � = 𝐶𝐶 𝑡𝑡

−
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
1
2

𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥

2

+
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

2

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶 𝑡𝑡

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

水面の力学的境界条件

テイラー展開



−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑧𝑧=0

= 𝐶𝐶 𝑡𝑡

𝜂𝜂 =
1
𝑔𝑔

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑧𝑧=0

+
𝐶𝐶 𝑡𝑡
𝑔𝑔

𝜂𝜂 =
𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑔𝑔

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧 �cos 𝜎𝜎𝜎𝜎
𝑧𝑧=0

+
𝐶𝐶 𝑡𝑡
𝑔𝑔

=
𝐺𝐺𝐺𝐺 cosh 𝑘𝑘𝑘

𝑔𝑔
cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎 +

𝐶𝐶 𝑡𝑡
𝑔𝑔



𝜂𝜂 = 𝐻𝐻
2

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝐺𝐺 = 𝐻𝐻𝐻𝐻
2𝜎𝜎 cosh 𝑘𝑘𝑘

𝜙𝜙 =
𝐻𝐻𝐻𝐻 cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧

2𝜎𝜎 cosh 𝑘𝑘𝑘
cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜂𝜂 =
𝐺𝐺𝐺𝐺 cosh 𝑘𝑘𝑘

𝑔𝑔
cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎 +

𝐶𝐶 𝑡𝑡
𝑔𝑔

時間平均するとηは0、C（ｔ）＝0



水面の運動学的境界条件

𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

=
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑡𝑡

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

−
𝐻𝐻
2
𝑔𝑔𝑔𝑔
𝜎𝜎

sinh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧
cosh 𝑘𝑘𝑘

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 �sin 𝜎𝜎𝜎𝜎
𝑧𝑧=0

= −
𝐻𝐻
2
𝜎𝜎 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜎𝜎2 = 𝑔𝑔𝑔𝑔 tanh 𝑘𝑘𝑘



水面の運動学的境界条件

𝑤𝑤 = −
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑧𝑧

=
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑡𝑡

on 𝑧𝑧 = 𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

−
𝐻𝐻
2
𝑔𝑔𝑔𝑔
𝜎𝜎

sinh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧
cosh 𝑘𝑘𝑘

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 �sin 𝜎𝜎𝜎𝜎
𝑧𝑧=0

= −
𝐻𝐻
2
𝜎𝜎 cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜎𝜎2 = 𝑔𝑔𝑔𝑔 tanh 𝑘𝑘𝑘 分散関係式



2𝜋𝜋
𝑇𝑇

2

= 𝑔𝑔
2𝜋𝜋
𝐿𝐿

tanh 𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶2 =
𝐿𝐿2

𝑇𝑇2
=
𝑔𝑔
𝑘𝑘

tanh 𝑘𝑘𝑘

𝐿𝐿 =
𝑔𝑔

2𝜋𝜋
𝑇𝑇2 tanh

2𝜋𝜋𝜋
𝐿𝐿

𝐿𝐿 = 𝐿𝐿0 tanh 𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶 =
𝐿𝐿0
𝑇𝑇

tanh 𝑘𝑘𝑘

分散関係式



𝜙𝜙 =
𝐻𝐻𝐻𝐻 cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧

2𝜎𝜎 cosh 𝑘𝑘𝑘
sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜙𝜙 =
𝐻𝐻𝐻𝐻 cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧

2𝜎𝜎 cosh 𝑘𝑘𝑘
cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜙𝜙 =
𝐻𝐻
2
𝑔𝑔
𝜎𝜎

cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧
cosh 𝑘𝑘𝑘

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 sin 𝜎𝜎𝜎𝜎 − sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 cos 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜙𝜙 = −
𝐻𝐻
2
𝑔𝑔
𝜎𝜎

cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧
cosh 𝑘𝑘𝑘

sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎𝜎𝜎

Standing Wave



𝜙𝜙 = −
𝐻𝐻
2
𝑔𝑔
𝜎𝜎

cosh 𝑘𝑘 ℎ + 𝑧𝑧
cosh 𝑘𝑘𝑘

sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎𝜎𝜎

𝜂𝜂 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 =
1
𝑔𝑔

�
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑧𝑧=0

=
𝐻𝐻
2

cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎𝜎𝜎

進行波



cosh 𝑘𝑘𝑘 =
𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘 + 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘

2

coshの性質
khが大きい場合

cosh 𝑘𝑘𝑘 =
𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘

2



cosh 𝑘𝑘𝑘 =
𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘 + 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘

2

𝑒𝑒 0+𝑘𝑘𝑘 = 𝑒𝑒0 + �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑧𝑧=0
𝑘𝑘𝑘 + �

𝑑𝑑2𝑒𝑒𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑧𝑧=0

𝑘𝑘𝑘 2

2!
+ � � �

𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘 = 1 + 𝑘𝑘𝑘 +
𝑘𝑘𝑘 2

2
+ � � �

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘 = 1 − 𝑘𝑘𝑘 +
𝑘𝑘𝑘 2

2
+ � � �

cosh 𝑘𝑘𝑘 =
1
2

1 + 𝑘𝑘𝑘 +
𝑘𝑘𝑘 2

2
� � � + 1 − 𝑘𝑘𝑘 +

𝑘𝑘𝑘 2

2
� � �

≅ 1 + 𝑘𝑘𝑘 2

2
=1

coshの性質
khが小さい場合



cosh 𝑘𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘

2
1

sinh 𝑘𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘

2
kh

tanh 𝑘𝑘𝑘 1 kh



𝜎𝜎2 = 𝑔𝑔𝑔𝑔 tanh 𝑘𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑔𝑔2 ℎ

𝜎𝜎2

𝑘𝑘2
= 𝐶𝐶2 = 𝑔𝑔𝑔

𝐶𝐶 = 𝑔𝑔𝑔

浅い海の場合



𝜎𝜎2 = 𝑔𝑔𝑔𝑔 tanh 𝑘𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑔𝑔

深い海の場合

𝐿𝐿 = 𝐿𝐿0

𝐿𝐿0 =
𝑔𝑔
2𝜋𝜋

𝑇𝑇2 = 1.56𝑇𝑇2

𝐶𝐶0 = 𝑔𝑔
2𝜋𝜋
𝑇𝑇 = 1.56 𝑇𝑇
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