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地震動位相の微分可能性について 
野津 

 
1. はじめに 

 
 地震動のフーリエ位相を円振動数で微分したものは群遅延時間と呼ばれ，地震動の経時特性と関係を有して

いる 1)-3)．波形合成の際にこの関係を利用し，適切な群遅延時間を与えることにより適切な経時特性を有する

波形を合成しようとする研究も数多く行われている 4),5)．その成果は実用的な設計入力地震動の策定にも応用

されている 6),7)．しかしながら，地震動のフーリエ位相（以下，地震動位相とよぶ）および群遅延時間の統計

的性質については未解明な点も残されており，継続的な研究が行われている．それらの研究の中には「地震動

位相は円振動数に対していたるところ微分不可能であり，地震動位相の円振動数に関する 1 階微分である群

遅延時間は定義できない」としているものもある 8)．このことが正しいとすれば，地震動位相の微分としての

群遅延時間という概念に依拠してきた既往研究 1)-5)の根拠が揺らぐことになり，その実務への応用にも疑問符

が付くこととなってしまう． 
 そこで，本稿では，地震動位相の定義に立ち返り，まずは地震動のフーリエ変換の微分可能性について検討

し，その結果に基づき，地震動位相の微分可能性について検討する．結論としては，地震動位相はいたるとこ

ろ微分不可能ではないが，特定の条件下で微分不可能となる． 
 
2. 地震動のフーリエ変換の微分可能性 

 
 本稿では地震動の時刻歴波形𝑓𝑓(𝑡𝑡)として，限定された時間区間[0,𝑇𝑇]のみで値を持ち，その外側ではゼロであ

るもの（コンパクトサポート[0,𝑇𝑇]を有するもの）を考える．また地震動のフーリエ変換と逆変換は次式で定義

する． 
 

𝐹𝐹(𝜔𝜔) = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∞
−∞ 𝑑𝑑𝑡𝑡                                     (1) 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 1
2𝜋𝜋 ∫ 𝐹𝐹(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∞

−∞ 𝑑𝑑𝜔𝜔                                   (2) 

 
ここに𝜔𝜔は円振動数である．式(1)において𝜔𝜔での値と𝜔𝜔 + ∆𝜔𝜔での値の差をとり∆𝜔𝜔で割ると 

 

            𝐹𝐹(𝑖𝑖+∆𝑖𝑖)−𝐹𝐹(𝑖𝑖)
∆𝑖𝑖

= ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑒𝑒
−𝑖𝑖(𝜔𝜔+∆𝜔𝜔)𝑡𝑡−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡

∆𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑡𝑡∞

−∞ = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑒𝑒
−𝑖𝑖(𝜔𝜔+∆𝜔𝜔)𝑡𝑡−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡

∆𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0              (3) 

 
が得られる．第2式から第3式への変形は𝑓𝑓(𝑡𝑡)がコンパクトサポート[0,𝑇𝑇]を有することによる．この両辺におい

て∆𝜔𝜔 → 0の極限をとると 
 

           lim
∆𝑖𝑖→0

𝐹𝐹(𝑖𝑖+∆𝑖𝑖)−𝐹𝐹(𝑖𝑖)
∆𝑖𝑖

= lim
∆𝑖𝑖→0

∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑒𝑒
−𝑖𝑖(𝜔𝜔+∆𝜔𝜔)𝑡𝑡−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡

∆𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0 = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) � lim
∆𝑖𝑖→0

𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝜔𝜔+∆𝜔𝜔)𝑡𝑡−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡

∆𝑖𝑖
� 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0        (4) 

 
が得られる．式(4)の第2式から第3式にかけて極限操作と積分の順序を入れ替えている．この点について気に

なる方は付録を参照していただきたい．ここで右辺の括弧内の極限は指数関数の微分であるから必ず存在し，

右辺は 
 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/research_jpn/research_jpn_2013/jr_44.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/research_jpn/research_jpn_2013/jr_44.pdf
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−𝑖𝑖 ∫ 𝑡𝑡 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑇𝑇
0 𝑑𝑑𝑡𝑡 = −𝑖𝑖 ∫ 𝑡𝑡 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∞

−∞ 𝑑𝑑𝑡𝑡                            (5) 

 
となる．よって左辺の極限も存在する．左辺の極限が存在する場合，それは𝐹𝐹(𝜔𝜔)の𝜔𝜔に関する微分と呼ばれ，

𝑑𝑑𝐹𝐹(𝜔𝜔) 𝑑𝑑𝜔𝜔⁄ と書かれる．よって次式が成立する． 
 

𝑑𝑑𝐹𝐹(𝑖𝑖)
𝑑𝑑𝑖𝑖

= −𝑖𝑖 ∫ 𝑡𝑡 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∞
−∞ 𝑑𝑑𝑡𝑡                                  (6) 

 
以上により，コンパクトサポート[0,𝑇𝑇]を有する時間関数𝑓𝑓(𝑡𝑡)のフーリエ変換𝐹𝐹(𝜔𝜔)は円振動数𝜔𝜔で微分可能であ

り，その実部𝑅𝑅と虚部𝐼𝐼も円振動数𝜔𝜔で微分可能である．  
 ところで，ここまでの議論はかなり理詰めであったが，より直感的な説明として以下のような説明も可能で

ある．先ず，微分不可能な時間関数を考える．その一例として三角形で表される関数がある．この関数はフー

リエ変換可能である（すなわちsin𝜔𝜔𝑡𝑡，cos𝜔𝜔𝑡𝑡の和で表すことができる）が，その際，𝜔𝜔 → ∞までの寄与が必要

である．有限の𝜔𝜔までの和では尖った部分を表現することができないからである．すなわち一般に時間領域で

微分不可能な関数は周波数領域では𝜔𝜔 → ∞まで値をもつ．ここで，時間領域と周波数領域を入れ替えれば，「周

波数領域で微分不可能な関数は時間領域では𝑡𝑡 → ∞まで値をもつ」と言える．この対偶をとれば，時間領域で

コンパクトサポートを有する関数は周波数領域では微分可能であると言える． 
 
3. 地震動位相の微分可能性 

 
上述の結果を受け，以下では地震動位相の微分可能性を検討する． 
地震動のフーリエ振幅𝐴𝐴(𝜔𝜔)および位相𝜃𝜃(𝜔𝜔)とフーリエ変換との関係は次式で与えられる． 
 

𝐹𝐹(𝜔𝜔) = 𝐴𝐴(𝜔𝜔)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)                                       (7) 
 

ここで位相は澤田他9)にならい複素平面上で時計回りを正としている．先に述べたように𝐹𝐹(𝜔𝜔)は𝜔𝜔に関して微

分可能であり，𝜔𝜔を変化させたとき𝐹𝐹(𝜔𝜔)は複素平面上を滑らかに動く．それにも関わらず，𝐹𝐹(𝜔𝜔)から計算され

る位相𝜃𝜃(𝜔𝜔)が微分不可能となる場合があるとすれば，それはどのような場合であろうか． 
 

 
図-1 位相が微分不可能となる原理．矢印は複素平面上での𝐹𝐹(𝜔𝜔)の動きを示す．(a)は𝜔𝜔の増加と共に𝐹𝐹(𝜔𝜔)が

複素平面上の第 3 象限から第 2 象限に移動する場合であり，このとき地震動位相に2𝜋𝜋の不連続が生じ

る．(b)は𝜔𝜔の増加と共に𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の原点を横切る場合であり，このとき地震動位相には𝜋𝜋の
不連続が生じる． 
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原理的には，図-1 に示すように，それには二つの場合が考えられる．一つは，図-1(a)に示すように，例え

ば地震動位相を(−𝜋𝜋,𝜋𝜋)の範囲で定義していて，𝜔𝜔の増加と共に𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の第 3 象限から第 2 象限に

移動する場合であり，このとき地震動位相に2𝜋𝜋の不連続が生じ，地震動位相は微分不可能となる．もう一つ

は，図-1(b)に示すように，𝜔𝜔の増加と共に𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の原点を横切る場合であり，このとき地震動位相

には𝜋𝜋の不連続が生じ，地震動位相は微分不可能となる．このうち前者の問題点については，第 3 象限と第 2
象限の境界で位相が連続となるように位相を選ぶことにすれば（すなわちアンラップ操作を適切に行えば）解

決できる．しかし，後者の問題点はアンラップ操作を適切に行っても解決できない． 
 佐藤10),11)は，第3象限と第2象限の境界でのアンラップ操作を適切に行うことを前提に，位相差分を次式で求

めることを提案している（この式の導出過程については後述）． 
 

∆𝜃𝜃(𝜔𝜔) = −  𝑅𝑅∆𝐼𝐼−𝐼𝐼∆𝑅𝑅
𝑅𝑅2+𝐼𝐼2                                       (8) 

 
ここに𝑅𝑅は𝐹𝐹(𝜔𝜔)の実部， 𝐼𝐼は𝐹𝐹(𝜔𝜔)の虚部，∆𝑅𝑅は∆𝐹𝐹の実部， ∆𝐼𝐼は∆𝐹𝐹の虚部である（右辺の負号は位相を時計回

りに定義したことによる）．この式は，第3象限と第2象限の境界にもそのまま適用可能であるという利点があ

る．この式は，地震動位相の微分可能性の検討にも用いることができる．すなわち，式(8)の両辺を∆𝜔𝜔で除し

∆𝜔𝜔 → 0の極限をとれば 
 

𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑖𝑖)
𝑑𝑑𝑖𝑖

= −  𝑅𝑅(𝑑𝑑𝐼𝐼/𝑑𝑑𝑖𝑖)−𝐼𝐼(𝑑𝑑𝑅𝑅/𝑑𝑑𝑖𝑖)
𝑅𝑅2+𝐼𝐼2                                   (9) 

 
が得られる．右辺の(𝑑𝑑𝑅𝑅/𝑑𝑑𝜔𝜔)と(𝑑𝑑𝐼𝐼/𝑑𝑑𝜔𝜔)については微分可能であることを既に確認しているので，右辺の分母

（|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|の自乗である）がゼロとなる場合を除けば，位相𝜃𝜃(𝜔𝜔)は微分可能である．すなわち群遅延時間𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜔𝜔)
は存在する．右辺の分母がゼロとなる場合は微分不可能である．まとめると，アンラップ操作を適切に行う場

合，位相𝜃𝜃(𝜔𝜔)が微分不可能となるのは，𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の原点を通過する場合であり，またその場合に限

られる． 
 なお，Katukura et al.12)は群遅延時間を次式で計算することを提案している． 
 

𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜔𝜔) = −Im �𝐹𝐹′(𝑖𝑖)
𝐹𝐹(𝑖𝑖)

�                                  (10) 

 
この式の右辺の括弧内に 
 

𝑑𝑑𝐹𝐹
𝑑𝑑𝑖𝑖

= 𝑑𝑑𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑖𝑖

+ 𝑖𝑖 𝑑𝑑𝐼𝐼
𝑑𝑑𝑖𝑖                                     (11) 

 
を代入して整理しても式(9)が得られる． 
 
4. 地震動の群遅延時間と経時特性の関係の再検討 

 
以上の検討結果から，地震動位相は「いたるところ微分不可能」ではないが，𝐹𝐹(𝜔𝜔)がゼロとなる周波数では

微分不可能となることがわかった．すなわち，𝐹𝐹(𝜔𝜔)がゼロとなる周波数では群遅延時間は定義できないこと

になる．このことが，地震動の群遅延時間と経時特性の関係にどのような影響を及ぼすか興味があるが，結論

としては，影響はないと言える． 
地震動の群遅延時間の平均値と平均到来時刻との関係は次式で与えられる． 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/research_jpn/research_jpn_2013/jr_44.pdf
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<𝑖𝑖> = ∫ 𝑖𝑖𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑖𝑖)|𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0

∫ |𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2𝑑𝑑𝑖𝑖∞
0

 
 

ここに< 𝑡𝑡 >は平均到来時刻（コーエン3)は平均時間と呼んでいる），𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜔𝜔)は群遅延時間である．この式の導

出過程では，次式により時間に関する積分から周波数に関する積分への置き換えが行われる（なぜ群遅延時間

と地震動の経時特性は関係があるのか？（その1）の式(14)）． 
 

� 𝑡𝑡 |𝑓𝑓(𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑡𝑡
∞

−∞
=

𝑖𝑖
2𝜋𝜋

� 𝐹𝐹∗(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝐹𝐹(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝜔𝜔

∞

−∞
𝑑𝑑𝜔𝜔 

 
この右辺において，𝐹𝐹(𝜔𝜔)がゼロとなる周波数を積分区間から外し，以降の議論に進めば，結論に変わりはない

ことがわかる． 
 一方，地震動の群遅延時間の標準偏差と到来時刻の標準偏差との関係は次式で与えられる． 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖2 =
∫ �𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑖𝑖)

𝑑𝑑𝑖𝑖 �
2∞

−∞ 𝑑𝑑𝑖𝑖

∫ |𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2∞
−∞ 𝑑𝑑𝑖𝑖

+ 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑔𝑔𝑔𝑔2 

 
ここに𝜎𝜎𝑖𝑖は到来時刻の標準偏差，𝜎𝜎𝑖𝑖grは群遅延時間の標準偏差，𝐴𝐴(𝜔𝜔)はフーリエ振幅スペクトルである．この

式の導出過程では，次式により時間に関する積分から周波数に関する積分への置き換えが行われる（なぜ群遅

延時間と地震動の経時特性は関係があるのか？（その 2）の式(9)）． 
 

� 𝑡𝑡2|𝑓𝑓(𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑡𝑡
∞

−∞
=

1
2𝜋𝜋

� �
𝑑𝑑𝐹𝐹(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝜔𝜔

�
2∞

−∞
𝑑𝑑𝜔𝜔 

 
この右辺において，𝐹𝐹(𝜔𝜔)がゼロとなる周波数を積分区間から外し，以降の議論に進めば，結論に変わりはない

ことがわかる． 
 
5. 群遅延時間の差分近似の不安定性 

 
理論上は位相が微分不可能となるのは𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の原点を通過する場合だけであるが，数値計算上

は，𝐹𝐹(𝜔𝜔)がちょうど原点を通過しなくても，原点付近を通過するとき，𝜔𝜔の変化に対して位相が急激に変化し，

群遅延時間の差分近似である∆𝜃𝜃/∆𝜔𝜔が数値的に不安定となり得る． 
 

 
図-2 数値計算例の対象とする加速度波形 

 

https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/research_jpn/research_jpn_2013/jr_44.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/research_jpn/research_jpn_2013/jr_44.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_002.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_002.pdf
https://www.pari.go.jp/bsh/jbn-kzo/jbn-bsi/taisin/tutorial_jpn/tutorial_002.pdf
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ここでは図-2に示す加速度波形に対して実際に群遅延時間の差分近似∆𝜃𝜃/∆𝜔𝜔を計算し，その数値的な不安定

が，𝐹𝐹(𝜔𝜔)が複素平面上の原点に近接することによって生じていることを確認する．図-2に示す加速度波形は

2001年芸予地震の際に港湾地域強震観測13)の観測点「広島-G」で観測された波形のNS成分であり，その数値

データは文献13)の付録CDまたは港湾地域強震観測のホームページから入手できる．∆𝑡𝑡は0.01sである．デー

タ長は120sであり，100～120sの範囲にcos型のテーパーを適用した上で後続のゼロを追加しN=218個のデータ

とした．群遅延時間の差分近似としては式(9)の差分近似である次式を用いた． 
 

∆𝑖𝑖
∆𝑖𝑖

= −  𝑅𝑅(∆𝐼𝐼/∆𝑖𝑖)−𝐼𝐼(∆𝑅𝑅/∆𝑖𝑖)
𝑅𝑅2+𝐼𝐼2                                    (12) 

 
式(12)に現れる∆𝑅𝑅/∆𝜔𝜔と∆𝐼𝐼/∆𝜔𝜔の計算には式(6)の近似である次式を用いた． 
 

∆𝐹𝐹
∆𝑖𝑖

= −𝑖𝑖 ∆𝑡𝑡 ∑ 𝑡𝑡𝑘𝑘𝑓𝑓𝑘𝑘𝑁𝑁
𝑘𝑘=1 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘                                (13) 

 
ここに𝑓𝑓𝑘𝑘は𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑘𝑘 = (𝑘𝑘 − 1)∆𝑡𝑡（ただし𝑘𝑘 = 1,2, … ,𝑁𝑁）における𝑓𝑓(𝑡𝑡)の値である． 
 群遅延時間の差分近似∆𝜃𝜃/∆𝜔𝜔の計算結果を図-3の上段に，同じ波形のフーリエ振幅スペクトルを図-3の下段

にそれぞれ示す．群遅延時間の差分近似の計算結果においては，ところどころで著しく絶対値の大きい値が出

現している．これは，文献10)における釧路沖地震に対する位相差分の計算結果および文献11)における兵庫県

南部地震に対する位相差分の計算結果と同様の傾向である．そして，群遅延時間の差分近似の絶対値が著しく

大きい値を示している周波数においては，フーリエ振幅スペクトルの値が極小値を示しているように見える． 
 

 

 

図-3 図-2の波形に対する群遅延時間の差分近似∆𝜃𝜃/∆𝜔𝜔の計算結果（上）とフーリエ振幅スペクトル（下） 

http://www.mlit.go.jp/kowan/kyosin/eq.htm
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このことをよりわかりやすく示すため，図-3 上段に A，B として示す 2 箇所の特異値に着目して，その付

近を拡大して示したものが図-4 である．これらの図から，フーリエ振幅スペクトルが極小値を示している周

波数において，群遅延時間の差分近似が特異な値となっていることが確認できる．すなわち，複素平面上で

𝐹𝐹(𝜔𝜔)が原点に接近するとき，群遅延時間の計算結果に数値的不安定が生じている．この数値的不安定をその

ままにしたまま群遅延時間の統計的性質について議論すると誤った結論に陥る恐れがある． 
 

 

 
図-4 図-3の 3.44Hz 付近（左）と 11.21Hz 付近（右）を拡大したもの 

 
6. 群遅延時間の差分近似の数値的不安定への対処方法 

 
 群遅延時間の差分近似の数値的不安定への対処方法として一つ考えられるのは，|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|がある程度大きい𝜔𝜔
に対する群遅延時間だけを採用することである．ここで式(8)の導出過程について再確認を行う．図-5に示す

ように複素平面上で半径|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|の円を考えると，点𝐹𝐹(𝜔𝜔)における接線方向のベクトルは(𝐼𝐼,−𝑅𝑅)で表される．し

たがって∆𝐹𝐹の接線方向成分は内積の演算から− (𝑅𝑅∆𝐼𝐼 − 𝐼𝐼∆𝑅𝑅) √𝑅𝑅2 + 𝐼𝐼2⁄ となり， 
 

tan(∆𝜃𝜃) = −  𝑅𝑅∆𝐼𝐼−𝐼𝐼∆𝑅𝑅
𝑅𝑅2+𝐼𝐼2

                                          

 
が成立する．ここでさらに，tan(∆𝜃𝜃) ≅ ∆𝜃𝜃が成立する程度に∆𝜃𝜃が小さいとすれば，式(8)が成立する． 
 ここで，式(8)により∆𝜃𝜃を推定できるためには，tan(∆𝜃𝜃)が十分に小さくなければならないこと，すなわち，

|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|に対して相対的に|∆𝐹𝐹|が十分小さくなければならないことがわかるが，どの程度小さくなければならな

いであろうか． 
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 これを明らかにするために，ここでは𝐹𝐹(𝜔𝜔) = 1に固定し（すなわち𝐹𝐹(𝜔𝜔)は実軸上にあるとする），∆𝐹𝐹に関

しては絶対値を0～2，向きを0～360°の範囲で変化させ，式(8)により計算される∆𝜃𝜃と正しい∆𝜃𝜃との比較を行

った．なお，ここでは𝐹𝐹(𝜔𝜔) = 1としているため，正しい∆𝜃𝜃は𝐹𝐹(𝜔𝜔) + ∆𝐹𝐹の複素平面上の位置から容易に求める

ことができる． 
 

 
図-5 式(8)の導出過程の概念図 

 

 
図-6 式(8)で計算される位相差分の精度．（左）∆𝐹𝐹の絶対値を 0～2，向きを 0～360°の範囲で変化させた

場合，（右）上記のうち∆𝐹𝐹の絶対値が𝐹𝐹の絶対値の 1/10 以下の場合． 
 
 図-6 に結果を示す．∆𝐹𝐹の絶対値を 0～2，向きを 0～360°の範囲で変化させた場合は，式(8)により計算さ

れる∆𝜃𝜃は全く正しくない場合もある．しかし，∆𝐹𝐹の絶対値が𝐹𝐹の絶対値の 1/10 以下の場合に限れば，結果は
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ほぼ 1:1 の線に乗っており，式(8)により∆𝜃𝜃を正しく計算できることがわかる．そこで，式(8)と等価な式であ

る式(12)により群遅延時間を計算する場合には，∆𝐹𝐹の絶対値が𝐹𝐹の絶対値の 1/10 以下の場合の計算結果を採

用することが数値的不安定への一つの対処方法である． 
 ところで，群遅延時間を計算するとき，実際には個々の𝜔𝜔に対する群遅延時間ではなく，ある周波数帯にお

ける群遅延時間の平均値や標準偏差だけが必要である場合が多い．その場合，もっと簡単な方法がある． 
 ある周波数帯における群遅延時間の平均値は 
 

< 𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔 >=
∫ 𝑖𝑖𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑖𝑖)|𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2𝑑𝑑𝑖𝑖𝜔𝜔2
𝜔𝜔1

∫ |𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2𝑑𝑑𝑖𝑖𝜔𝜔2
𝜔𝜔1

 

 
で与えられるが，被積分関数の𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜔𝜔)に式(9)右辺を代入すると|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2は打ち消し合って 
 

< 𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔 >= −
∫ [𝑅𝑅(𝑑𝑑𝐼𝐼/𝑑𝑑𝑖𝑖)−𝐼𝐼(𝑑𝑑𝑅𝑅/𝑑𝑑𝑖𝑖)]𝑑𝑑𝑖𝑖𝜔𝜔2
𝜔𝜔1

∫ |𝐹𝐹(𝑖𝑖)|2𝑑𝑑𝑖𝑖𝜔𝜔2
𝜔𝜔1

 

 
となる．式(9)で|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2が分母に来ることが数値的不安定の原因であったが，ここでは|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2が分母から消え

ているので数値的不安定が生じない． 
 同様に，ある周波数帯における群遅延時間の標準偏差を計算する際には 
 

∫ 𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔2(𝜔𝜔)|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2𝑖𝑖2
𝑖𝑖1

𝑑𝑑𝜔𝜔

∫ |𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2𝑖𝑖2
𝑖𝑖1

𝑑𝑑𝜔𝜔
 

 
のような積分を行う必要があるが，被積分関数の𝑡𝑡𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜔𝜔)に式(9)右辺を代入すると|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2は打ち消し合って 
 

∫ [(𝑑𝑑𝐼𝐼/𝑑𝑑𝜔𝜔) cos 𝜃𝜃 + (𝑑𝑑𝑅𝑅/𝑑𝑑𝜔𝜔) sin𝜃𝜃]2𝑖𝑖2
𝑖𝑖1

𝑑𝑑𝜔𝜔

∫ |𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2𝑖𝑖2
𝑖𝑖1

𝑑𝑑𝜔𝜔
 

 
となる．式(9)で|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2が分母に来ることが数値的不安定の原因であったが，ここでは|𝐹𝐹(𝜔𝜔)|2が分母から消え

ているので数値的不安定が生じない． 
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付録 極限操作と積分の順序の入れ替え 

 
 本文の式(4)の第 2式から第 3式にかけて極限操作と積分の順序を入れ替えている点について補足説明する．

これは 
 

𝐺𝐺∆𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑒𝑒
−𝑖𝑖(𝜔𝜔+∆𝜔𝜔)𝑡𝑡−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡

∆𝑖𝑖
                                   (A1) 

𝐺𝐺(𝑡𝑡) = lim
∆𝑖𝑖→0

𝐺𝐺∆𝑖𝑖(𝑡𝑡)                                       (A2) 

 
と書くことにすれば 
 

lim
∆𝑖𝑖→0

∫ 𝐺𝐺∆𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑇𝑇
0 𝑑𝑑𝑡𝑡 = ∫ 𝐺𝐺(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0                                    (A3) 

 
として良いのかという問題である．そこでε − δ論法を用いて考えることにすると，式(A2)より，どんなに小さ

い正の数εに対しても，適当な正の数δが存在し，|∆𝜔𝜔| < δを満たす全ての実数∆𝜔𝜔に対し 
 

|𝐺𝐺∆𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝐺𝐺(𝑡𝑡)| < ε                                      (A4) 
 
が成立する．このときδとしては[0,𝑇𝑇]の範囲で𝑡𝑡に依らない共通の値を選ぶことができる（一様収束）．個々の

𝑡𝑡における誤差に上限があるので，積分結果の誤差にも上限がある．すなわち，どんなに小さい正の数εに対し

ても，適当な正の数δが存在し，|∆𝜔𝜔| < δを満たす全ての実数∆𝜔𝜔に対し 
 

�∫ 𝐺𝐺∆𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑇𝑇
0 𝑑𝑑𝑡𝑡 − ∫ 𝐺𝐺(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0 � < εT                                (A5) 

 
が成立する．このことは式(A3)が成立することを意味する． 
 


