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重複反射理論・2E 波・粘性境界 

 

1. はじめに 

 

図-1のような水平成層地盤に対して地震波が鉛直下方から入射する場合を考える．入射する地震波として

は S 波を考え，かつ，平面波（波の進行方向に垂直な平面内で変位が一様であるような波）を考える．この

とき地震波は地層境界で透過・反射を繰り返し，その結果として地盤の応答が決まる．この場合の地盤の応

答は，以下に述べる重複反射理論と呼ばれる方法で計算できる．SHAKE1)，FDEL2)，DYNEQ3)など多くの地

震応答計算プログラムが重複反射理論に基づいている． 

 

 

図-1 水平成層地盤を鉛直方向に伝播する地震波 

 

一般に震源をでた地震波はスネルの法則に従って屈折を繰り返し，地表に近づくほど波線は鉛直に近づく．

仮に地震基盤（S 波速度 3000m/s）で入射角が 90度でも，工学的基盤（S 波速度 300m/s）まで地震波が上昇

してくる間にはほとんど伝播方向は鉛直になっている．従って，工学的基盤より上方の表層地盤のみをモデ

ル化して地震応答解析を行う場合は，鉛直下方からの入射を仮定することは妥当であると考えられる．すな

わち，以下に述べる計算方法は，工学的基盤より上方の表層地盤に対してより適用性が高いと考えられる．

ただし，本稿は手法の説明を目的としていることから，以下においては工学的基盤と地震基盤を区別せず，

図-1の第𝑁層を単に「基盤」という． 

ここでは，最も簡単な場合として，応力～ひずみ関係が線形で，かつ，非減衰の場合を考える．減衰があ

る場合の取り扱いについては別な所で説明する． 

 

2. 支配方程式 

 

 水平成層地盤の第𝑛層の層厚を𝐻 ，密度を𝜌 ，せん断剛性を𝐺 ，S 波速度を𝛽 とする．また鉛直下向きに𝑧軸

をとり，各層の上端で𝑧 0とする． 

水平成層地盤の応答を計算するために考慮すべき式としては，運動方程式，応力～ひずみ関係式，ひずみ

～変位関係式がある．これらは，弾性波動論の基礎の式(1)(3)(4)(32)(34)より次の通り求まる． 
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 運動方程式： 

𝜌 𝑢                                 (1) 

 

 応力～ひずみ関係式：  

𝜏 𝐺 𝛾                                (2) 
 

ひずみ～変位関係式： 

𝛾                                 (3) 

 

ここに𝑢は変位，𝜏はせん断応力，𝛾はせん断ひずみである．これらを連立すると 

 

𝜌 𝑢 𝐺                              (4) 

 

が得られる．これが解くべき支配方程式である． 

 

3. 一般解 

 

弾性波動論の基礎の式(47)より 

 

𝛽                              (5) 

 

であり，これを式(4)に代入すると 

 

𝑢 𝛽                                 (6) 

 

が得られ，両辺のフーリエ変換をとると 

 

𝜔 𝑢 𝛽                              (7) 

 

が得られる．ここで 

 

𝑘 𝜔/𝛽                              (8) 

 

と置くと 

 

k u 0                              (9) 

 

となる．この一般解は 
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𝑢 𝐸 𝑒 𝐹 𝑒                         (10) 
 

で与えられる．式（10）の右辺第一項は上昇波を表し，右辺第二項は下降波を表す．式(10)の右辺第一項が上

昇波を表すことは，フーリエ変換の定義と関係している．式(10) の右辺第一項をフーリエ逆変換して変位を

求めるとき， 

 

𝑒 𝑒 𝑒                         (11) 

 

のような形が表れる．この（）内に着目すると，𝑡が∆𝑡だけ増えたとき，𝑧が𝛽 ∆𝑡だけ減れば，（）内の数字は

変わらない．すなわち，ある時刻𝑡における深さ𝑧における変位の値が，時刻t ∆𝑡には深さ𝑧 𝛽 ∆𝑡に表れる．

よって，式（10）の右辺第一項は速度𝛽 で上昇する波を表す．同様に右辺第二項が速度𝛽 で下降する波を表

すことも確認できる．𝐸 と𝐹 はそれぞれ周波数領域における上昇波と下降波の振幅である．これらは重複反

射の影響を含む振幅である． 

 式(10)は変位のフーリエ変換であるが，いずれせん断応力のフーリエ変換が必要になるので，それを求めて

おく．式(2)(3)を連立し，両辺のフーリエ変換をとると， 

 

τ̂ G                                 (12) 

 

が得られ，これに式(10)を代入することにより，せん断応力のフーリエ変換は 

 

�̂� 𝑖𝑘 𝐺 𝐸 𝑒 𝐹 𝑒                         (13) 

 

と求まる． 

 

4. 地層境界での変位と応力の連続条件 

 

 式(10)の𝐸 や𝐹 は未定係数であり，全部で2𝑁個の未定係数が存在する．これらを決めるためには2𝑁個の条

件が必要である．ここで考慮すべき条件として， 

・地層境界における変位の連続条件... 𝑁 1個 

・地層境界におけるせん断応力の連続条件... 𝑁 1個 

・地表においてせん断応力がゼロであるとの条件... 1個 

があり，これらを併せると2𝑁 1個の条件が存在していることになる．残る1個の条件として通常は基盤にお

ける上昇波の振幅を与える． 

 ここで，第𝑛層の下端と第𝑛 1層の上端での変位とせん断応力は表-1のようになっている． 

 

表-1 第𝑛層の下端と第𝑛 1層の上端での変位とせん断応力 

 変位 せん断応力 

第𝑛層の下端 

𝑧 𝐻  
𝐸 𝑒 𝐹 𝑒 𝑖𝑘 𝐺 𝐸 𝑒 𝐹 𝑒  

第𝑛 1層の上端 

𝑧 0 
𝐸 𝐹  𝑖𝑘 𝐺 𝐸 𝐹  
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よって，地層境界での連続条件は次の式で表される． 

 

𝐸
𝐹

1 𝑅 𝑊 1 𝑅 𝑊
1 𝑅 𝑊 1 𝑅 𝑊

𝐸
𝐹             (14) 

 

ここに 

 

𝑊 ≡ 𝑒 , 𝑅 ≡                (15) 

 

である．また地表におけるせん断応力がゼロであるための条件は次式で与えられる． 

 

𝐸 𝐹                                    (16) 
 

さらに，通常は，基盤における上昇波の振幅が次式のように与えられる． 

 

𝐸 𝐸                                    (17) 
 

ここに右辺は既知の値を表す． 

 式(14)(16)(17)を連立して解けば未定係数はすべて求まる．すなわち，水平成層地盤の応答が求まる．  

 

5. 2E 波とは何か？ 

 

 もしも基盤の上に何も地盤が載っていない場合，式(16)を基盤に対して適用すると，基盤の表面で観測され

る地震動は2𝐸 となる．すなわち入射波の 2 倍である．これのことを「基盤における 2E 波」もしくは「露頭

基盤波」と呼んでいる．地震応答解析では，基盤における入射波（E）を指定する代わりに，2E 波を指定す

ることが一般的である． 

 

6. 地中での観測波は E+F 波 

 

もしも第𝑛層の上面に地震計を置いて観測すれば，そこで観測される地震動は𝐸 𝐹 である．つまり，地

中で観測された地震動には上昇波と下降波の影響が含まれている．重複反射理論による水平成層地盤の地震

応答解析では，原理的には，2E 波の代わりに地中で観測された地震波（E+F 波）を入力することもできる．

しかし，減衰がよほど大きい場合を除けば，E+F 入力による地震応答解析は避けることが望ましい．その理

由は後述する． 

 

7.  E+F 入力と 2E 入力の違い 

 

 重複反射理論を実際に運用する上で，E+F入力と 2E入力の違いを理解しておくことはたいへん重要である．

そこで，ここでは簡単な 2 層地盤を考え，入力方法の違いによる影響を調べる． 

 先に述べたように，もしも表層がなく基盤が露頭している状況であれば，境界条件により，地表で観測さ

れる地震波の振幅は2𝐸 となる．すなわち，下方から同じ地震波が入射した場合の表層の影響による増幅率と

しては 2E 波の振幅比すなわち|2𝐸 2𝐸⁄ |を見ればよいことになる．これは式(14)より 
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                        (18) 

 

で与えられる．ここに𝑘 𝜔/𝛽 ，𝑅 𝜌 𝛽 𝜌 𝛽⁄ である．式(18)右辺の分母は，複素平面上では，図-2に

示すように𝜔とともに楕円上を動く．したがって，2E 波の振幅比は周期的に変化し，最大値は1/𝑅，最小値

は 1 である．これを𝜔/𝜔 に対してプロットすると図-3の実線となる．ここに𝜔 𝜋𝛽 2𝐻⁄ である． 

 

 
図-2 複素平面上での式(18)右辺分母の軌跡 

 

 

図-3  E+F 波と 2E 波の振幅比（地表/基盤） 

 

2E 波の振幅比の最大値がインピーダンス比𝑅で決まるという点はたいへん重要である．いま仮に表層の S

波速度を 100m/s とすると，S 波速度 300m/s の工学的基盤から地表までの増幅は高々3 倍程度である．しかし

S 波速度 3000m/s の地震基盤から地表までは 30 倍程度の増幅となり得る．2E 波の振幅比が最大となる周波数

は以下に示す𝑓 の奇数倍で与えられる．これは 1/4 波長則と言われる． 

 

𝑓
𝛽1                                         (19) 
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一方，E+F 波の振幅比は 

                        (20) 

 

と表すことができ，非減衰の場合，𝑓 の奇数倍の周波数（固有周波数）において無限大となる（図-3の破線）．

実線とは大きな違いがあるが，これを「増幅率」と呼ぶことは憚られる．なぜなら，単に当該周波数におい

て上昇波と下降波の干渉により分母がゼロとなる影響が表れているだけだからである（※）．極端な場合とし

て第 1 層と第 2 層の物性が全く同じでも同じスペクトル比が得られることを考えれば，E+F 波の振幅比を「増

幅率」と呼ぶことが適切でないことがわかるだろう． 

地震応答解析において E+F 入力をする場合，図-3の破線のようなスペクトル比を乗じているのだというこ

とを常に意識する必要がある（減衰がある場合にはスペクトル比は多少緩和されるが...）．その時に入力する

地震波は固有周波数においてゼロに近い値を持っていなければならない．しかし実際には入力地震波は様々

な事情で固有周波数においてゼロに近い値を持っていないから，固有周波数の影響が過大に表れた非現実的

な応答解析結果が得られやすい．また，入力地震波が固有周波数においてゼロに近い値を持っていたとして

も，地震応答解析では当該周波数において0 ∞のような計算を行うことになるので，意味のない計算結果が

得られやすい．従って，減衰がよほど大きい場合を除けば，E+F 入力による地震応答解析は避けることが望

ましい． 

 

（※）このことは，地中に地震計を設置した場合，𝑓 の奇数倍に相当する周波数成分は観測できないことを

意味する．地中への地震計の設置は，地表の地震計と組み合わせた場合にはたいへん有効であるが，1 箇所だ

け設置する場合は，地中への設置はお勧めできない． 

 

8. 有限要素解析および模型振動実験における地震波の入力 

 

有限要素解析の場合，2E 入力は下方粘性境界により実現できる 4)．これは，図-4に示す状況 A（現実の状

況）と状況 B（仮想的な状況）で地盤の下端における境界条件は同じであることを利用するものである． 

 

 
図-4 下方粘性境界 

 

水平成層地盤に鉛直下方から S 波が入射する場合を考え，反射波も鉛直下方に帰っていくものとする（図

-4の状況 A）．このとき，基盤における変位𝑢 𝑡, 𝑧 は次式のように表すことができる． 

 

𝑢 𝑡, 𝑧 𝑒 𝑡
𝑧
𝛽

𝑓 𝑡
𝑧
𝛽

                                                                    21  
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ここに𝑧は鉛直下向きにとった座標（基盤面で𝑧 0とする），𝑒 𝑡 は上昇波，𝑓 𝑡 は下降波，𝛽は基盤の S 波

速度である．式(21)の両辺を𝑡で微分し𝑧 0とおくと 

 

𝑢 𝑡, 0 𝑒 𝑡 𝑓 𝑡                                                                                22  

 

となる．また，式(21)の両辺を𝑧で微分し，両辺に基盤のせん断剛性𝐺 𝜌𝛽 を乗じ（𝜌は基盤の密度），𝑧 0と

おくと 

 

𝜏 𝑡, 0 ρ𝛽 𝑒 𝑡 𝑓 𝑡                                                                    23  

 

となる．ここに𝜏 𝑡, 𝑧 は基盤におけるせん断応力である．式(22)(23)から𝑓 𝑡 を消去すると，地盤の下端におけ

る速度𝑢 𝑡, 0 とせん断応力𝜏 𝑡, 0 の関係式として 

 

𝜏 𝑡, 0 ρ𝛽 2𝑒 𝑡 𝑢 𝑡, 0                                                              24  

 

が得られる． 

 一方，速度2𝑒 𝑡 で運動する仮想的な基盤と地盤とがダッシュポット（定数ρ𝛽）で結ばれている仮想的な状

況（図-4の状況 B）を考えると，地盤の下端における速度𝑢 𝑡, 0 とせん断応力𝜏 𝑡, 0 の関係式はやはり式(24)

で与えられる． 

 よって，図-4の状況 A と状況 B は等価であるため，下方粘性境界により 2E 入力が実現できる． 

なお，模型振動実験は基本的には全て E+F 入力であるから，実物よりも地盤の固有周波数の影響が強調さ

れた結果となりやすい．このことを，実験結果の解釈において意識しておく必要がある．こうした実物との

違いについては解析で補う必要があると考えられる． 
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